Influencia de las corrientes no homoentrópicas en el diseño de turbinas de gas by Salvá Monfort, José Juan
ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS 
INFLUENCIA DE LAS CORRIENTES 
NO HOMOENTROPICAS EN EL DISEÑO DE 
TURBINAS DE GAS 
José J. Salvd Monfort 




UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID 
E. T. S. I. AfiRONAUTtCOS 
B I B L I O T E C A 
FECHA ENTRADA 
N» .íOCUrvU-^ O . . . XtCflA 
W SJSWPUW S.f É>tf# 
SIGNATURA .(£ít3J . .?/}L . IWf. 
Antes de entrar en el tema objeto ae este trabajo, que-
remos raanixestar nuestro sincero agradecimiento a las perso 
ñas que Aan contribuido con su ayuda a que esta Tesis se ha 
ya realizado. 
fcn primer lugar a u. Garlos aáncuez lariía, Catedráti-
co del grupo A±XJ "Propulsión por «eacción Aerea y espacial" 
de la escuela y JJlrector de esta Tesis, cuyas sugerencias y 
consejos aurante el desarrollo ae la misma can siao de gran 
valor. 
Un segundo lugar al ar. Sánchez Gómez por su competen-
te labor en la rase de delineación y linalmente a la orta. 
Kaquel Pérez y or. oáncnez Vallez por su apoyo prestado en 
el mecanografiado del original e impresión de esta Tesis. 
Madrid, i-ebrero de 1.^73 






















determinación de las variables Huidas en un 
escalón. Hipótesis y discusión. 
estudio aerodinámico del estator. 
jtiatudio aerodinámico del rotor* 
U&TEKMINACION ÜJfi LAS VARIABLES FLUIDAS CÜAN1ÍO 
LAÜ Uitó VIACIONES KAOIALES SON PEQUEÑAS. 
Introducción. 
i>eterminación de las variables fluidas y áng^ 
los de la 'corriente en el estator. 
determinación de las variables 1luidas en el 
rotor. 
expresiones adimenslonales. 




distribución de temperaturas en el alabe. 
i/eterminación de la temperatura de recuperación, 
Ley de áreas y distribución de esfuerzos. 
¿elución analítica de la distribución de tempe-
raturas. 
Influencia de la no nomoentropía de la corrien-
te en la distribución de temperatura en el ala-
be. 
CAPITULO 4 - oOLUCION NUMÉRICA 
4-1 - introducción» 
4-Ü - Planteamiento de las ecuaciones que resuelven 
el problema en el estator* 
H-j - nétodo de calculo y discusión de resultados* 
4-4 - Planteamiento de las ecuaciones que resuelven 
el problema en el rotor. 
4_5 - Método de calculo y discusión de resultados. 
4-o - Problema de actuaciones* 
4-7 - Juicio crítico de la nipótesls de desviaciones 
radiales y solución analítica aproximada. 
CONCLUSIONES! 
APÉNDICE A ECUACIONES GENERALES APLICADAS A TURBOMAQUINAS 
A-1 ecuación del impulso. 
A-2 ecuación de continuidad* 
A-J ecuación de la energía. 
APÉNDICE ü PROGRAMAS rORTRAN 
LISTA DE REFERENCIAS 
NOMENCLATURA 
velocidad absoluta de la corriente. 
velocidad relativa de la corriente. 
Tiempo. 
Densidad d e l g a s . 
Temperatura a b s o l u t a d e l gas* 
P r e s i ó n d e l iras 
* 
Entalpia por unidad de masa. 
Entropía. 
Velocidad de arrastre del rotor. 
Velocidad angular del rotor. 
Trabajo específico. 
Calor específico á presión constante. 
Kadio de curvatura, 
Ángulo de la velocidad meridional con el eje . 
velocidad local csel sonido. 
humero de Naca. 
Ángulo de la velocidad absoluta con el eje. 
Ángulo de la velocidad relativa con el eje. 
Kelación de calores específicos t,en el apéndice tiene 
mismo signil'icado que 'fi } , 
Kelación de calores específicos ^para el apéndice;. 
Temperatura de recuperación del gas. 
Temperatura del alabe. 
Temperatura de remanso de la corriente relativa en la 
clon ü. 
perímetro del perlil del alabe. 
Coefioiente do convección. 
Área de una sección del alabe. 
Ara * Coei'ioiente de conducción del alabe. 
ü •;= cuerda. 
n ». -altura ael alabe. 
Kg «= coeficiente de conducción del gas* 
AÍL = «amero de wuaselt. 
Puf « uensidad del áiaoe. 
G~ = üiBiuerzo centrífugo. 
d - Distancia axial entre secciones 1 y ¿. 
<-¿ = Distancia axial entre las secciones Ü y j. 
C? s uasto máaico. 
ItV = ¿enaor de estuerzos de viscosidad. 
d/S « Coordenada» cilindricas 
f • r/rw 
tfa «= 'i'a/'i'tta 
u r w Ta/ i' i tm 
Subíndices: 
T,í,¿ = Componentes en dirección radial, tangencial y axial* 
n = Componente en dirección meridional \en el capítulo 2 
y 3» significa condiciones en el punto medio/• 
1*2,3 = Variables reíeridas a la sección 1, 2 ó 3. 
C = extremo del alabe. 
fe 
t = Kaiz del alabe. 
t = Condiciones de remanso. 
5 = uesigna evolución isentrópica* 
M « Punto medio. 
1 
INFLUENCIA DE LAS COHKIlÜNTUti NO HOMUJSNTltOI'ICA» !£;* i¡L DISMÑG 
DÜ; TURBINAS DE G*S 
INTRODUCCIÓN G&NfciRAL 
JÜX tema de investigación con aplicación inmediata al di-
seño de alabes de turbina, que se estudia en esta Tesis, se -
basa en el estudio de la corriente aerodinámica que fluye al-
rededor de los ¿labes cuando la distribución de temperatura 
con el radio no es uniformo* 
£sta variación de temperatura, es un problema que se pre 
senta con gran ir encuenda en la práctica por diferentes razo 
nesf tts un necao conocido que los alabea móviles de la turbi-
na trabajan sometidos a fuertes esfuerzos centrífugos, de -•» 
flexión y además a fenómenos vibratorios, encontrándose tam-
bién en condiciones de elevada temperatura» &u por tanto con 
dición fundamental de diseno que no se alcance los límites -
de deformación ó rotura por termofiuencia durante la vida que 
se fija para los mismos ^superiores a 10.000 ñoras en la mayo 
ría de las aplicaciones;. 
Los esfuerzos, tanto los centrífugos como los de flexión, 
son máximos en la raiz del alabe ó en la proximidad de la mis-
ma; siendo por tanto ventajoso que las temperaturas en el ala-
be' disminuyan desde el extremo nacía la raiz. Debido a que el 
disco de la turbina es un sumidero de calor, por estar inten-
samente refrigerado y por ser elemento de conducción de calor 
al circuito de lubricación y al resto del motor; tanto en ala 
bes macizos sin refrigeración, como en alabes refrigerados, ea 
ta distribución de temperaturas en el interior de los mismos -
se dá en la práctica, «o obstante este efecto puede reforzarse 
muy notablemente consiguiendo que la corriente de gases, qua -
llega a la turbina precedente de la cámara de combustión, — 
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presente una variación radial de temperatura decreciente -
desde el extremo a la raíz del ¿labe» Juste electo puede con 
seguirse, con cierta facilidad, mediante un diseño adecuado 
de la cámara de combustión en la que se induce una mayor — 
proporción de aire en la zona Interior de la misma. 
J£n la figura se presenta una distribución de este tipo, 
objetivo de diseno para una cámara de combustión anular del 
motor supersónico G&4 de la "General Electric" ^1) que mués 
tra los resultados obtenidos. 
Distribución de temperatura radial con respecto a la media. 
La segunda razón por la que puede presentarse este feno 
seno de no nomoentropia de la corriente, es que en una cámara 
de combustión diseñada para conseg-uir una distribución de tem 
peratura», por modificaciones en ti sistema de inyección 6 -
en los ajustes de los tubos de lientas, puede aparecer fortui 
tamente una distribución no uniformo, que con frecuencia se 
detecta en las pruebas dn distribución de temperaturas que se 
efectúan en los Motores «te Reacción insertando un gran número 
de termopares en las toberas de salida; por lo que resulta de 
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gran interós preveer la influencia y alcance de tal modifica 
ción de las condiciones de f une loriara lento, sobre las " perfor-
mancesM de la turbina* 
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Por lo tanto además del efecto termomocánico que pro 
duce la no uniformidad de la temperatura» existo otro t«o¿ 
neao, muy poco estudiado, que conaisto en la Influencia --
que esta distribución de temperaturas produce en el campo 
de velocidades de la corriente y en consecuencia en los án 
gulos de entrada y salida en los anillos de ¿labes; lo que 
se traduce en una inmediata variación d» las .condiciones -
de funcionamiento de los mismos» criterios do diseño y muy 
en particular sobre el trabajo máximo y rendimiento que «-•» 
puede obtenerse* 
Como so verá» durante la exposición y conclusiones -
de esta Tesis» ambos efectos termomecanicos y aerodinámi-
cos pueden ser d« considerable importancia» 
£s muy eacaaa la literatura que existe sobre el tema. 
áancness Tarifa y Bollain ^2), presentaron un trabajo en el 
congreso de f.X.a.i.T.A. en 1.964, en el que estudiaron so-
lamente una parte del primer aspecto del problema* Existen 
otros estudios con distribución radial de temperatura espe 
cialmente en relación con refrigeración do alabas \2) y \3f, 
pero estos estudios están siempre referidos al ©aso de c o -
rriente homoentrópica y no conocemos ningún trabajo publica 
do sobre el tema objeto de la Tesis» salvo el indicado en -
la referencia \2)* £eta escasez de literatura acontece por-
que» como en todo problema relacionado directamente con el 
diseño de compresores y turbinas de aviación» los trabajos 
de investigación son de naturaleza clasificada» 
* £1 estudio del movimiento tridimensional no estaciona 
rio que tiene lugar en el interior de las turbomáquinas es 
en extremo complicado* ¿1 astablecisaiento de la hipótesis -
ds simetría axial basado en suponer que cada anillo de ái.a*-
bfís está formado por infinito numero de alebes, inl'irtlt.au*en 
te delgados,simplifica razonablemente el problema quo queda 
reducido de esta forma a na problema bidimensional O.*» V°,' 
|7; y \Zy)« Con esto se estudia al movimiento sobre un pla-
no meridional sobro el que se proyecta la superí í.c i« de co-
rriente media representativa del movimiento entre ¿labes, -
lo que esüüi,iiüyB &1 "método de las lincas de corrienta1' - -
l6j y K7)* 
LB. determinación del campo de velocidades alrededor del 
perfil ae realiza» suponiendo que la superficies de corrien-
te son asimétricas, ya sea mediante métodos teóricos como «• •--
los de stanitz {9} y Wu y Braun {10} 6 mediante métodos exp« 
rimentales realizados con cascadas de alabes como los de Ain 
ley (11) o* üunavant y Kpwi.a {3-2)» 
J£n el primor capítulo de esta Tesis
 t so estudia el aspee 
to aerodinámico del problema siguiendo el "método de Las li—-
neas d« corriente.,", pero de modo que la no toomoentropía de 
la corriente queda incluida en los términos de la ecuación «-
del impulso de una forma explícita y directamente tratable ~ 
(8) • be discuten además las hipótesis planteadas con especial 
mención sobre la forma en la que debe utilizarse la hipótesis 
de simetría axial, y finalmente se establece la formulación -
Adecuada para la determinación de las variable fluidas en un 
escalón» 
En el segundo capítulo considerando que las desviaciones 
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radiales son pequeñas se desprecian los términos en veloci 
dades radiales y sus derivadas ^2) y {5)f pudiéndose enton 
ees deducir el efecto cualitativo de una distribución de -
temperaturas no uniforme« 
La integración de la componente radial de la ecuación 
de equilibrio proporciona expresiones generales que deter-
minan la distribución de velocidades con el radio, y con -
¿lio la del resto de variables fluidas, para varias leyes 
torsionales elegidas y cualquiera que sea el perfil de tero 
peraturas. 
Para poner de manifiesto el efecto cuantitativo, que 
ocasional la no homoentropía de la corriente» se na hecho -
aplicación al caso de distribución lineal de temperatura — 
con el radio, por ser el más interesante en aplicaciones — 
prácticas; así como para el caso de distribución uniforme -
a fin de compararlas* Todo esto para varios valores de los 
parámetros geométrico3 y funcionales,característicos de la 
turbina, dentro del margen usual do variación de los mismos 
15J» {&)* (*-3}t ^l^J y ^15)» S 8 presentan en unos gráficos 
los resultados más representativos, obtenidos para los án-
gulos absolutos y relativos de la corriente, velocidades <~ 
y números de Macht Así como el importante efecto de reduc-
ción de la posible zona de diseño, que tiene lugar en el •* 
caso no homoentrópico, y que se pone claramente de manifiea 
to en el diagrama: coeficiente de carga - coeficiente de — 
flujo» 
El efecto termomecánico es estudiado a continuación en 
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el capítulo 3. Partiendo de la ecuación de transmisión de 
calor unidimensional y en régimen estacionario se plantea 
93 problema con la inclusión de varios parámetros caréete 
ríáticos de este fenómeno {X6) que generalizan su pasible 
aplicación, bon estudiados igualmente varias, distribucio 
nes radiales de áreas de los perfiles y su influencia en 
la distribución de esfuerzos OJ» finalmente se determi-
na la distribución de temperatura -m el interior del ¿la-
be para corriente borooentropica y ¿10 homoentrópica» con *• 
la misma distribución de áreas y eL supuesto lógico de --
idéntica evacuación de calor a través del disco para que 
los resultados sean comparables* 
A fin de comprobar la. aproximación obtenida al deapre 
ciar las desviaciones radiales se resuelve el problema -
aerodinámico de determinación del ca<npo fluido^mediante -
cálculo numérico, realizado con la 1BM-7090 del C.C.U.M, 
lo que se 0x-pon& en el capítulo UvfóS), (A6). 
^ Las ecuaciones básicas las constituyen la ecuación -
del impulso y la ecuación de continuidad* En principio se 
formuló el problema para un canal determinado y una ley -
torsional dada; las lineas de corriente se aproximan m e -
diante una linea polinómica de tercer grado (5). \7)t -
(17> y 1.1SJ! l*a formulación de la ecuación de continuidad 
en forma integral plantea por consiguiente un sistema Jün 
tegrodiferencial con condiciones de contorno, para cuya — 
solución se estima la posición inicial de las lineas de -
corriente según sugiere Nbvak {7} y Jansen {19)• Con este 
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procedimiento iterativo no se logró encontrar la solución 
a causa de la falta de convergencia del mismo» a pesar de 
la técnica de relajación utilizada (5)» Por todo esto se -
estimó mas conveniente y lógico utilizar la ecuación de con 
tlnuidad en forma diferencia y resolver simultáneamente el 
sistema de ecuaciones diferenciales, con condiciones de con 
torno,con la técnica de integración de Kutta-Runge y el cri 
terio de convergencia de Newton-Kapnson (20)t(21) y 122), -
fcíste método de solución, resulta muy satisfactorio y creemos 
es el más indicado cuando se especifican las condiciones Ini 
ciales (es decir en el problema básico de diseño ) en lugar 
de la i crma del canal, más propio del problema de actuacio-
nes en el que deben ser datos además los ángulos de entrada 
y salida de los alabes y no la ley torsional, A continuación 
se estudia la estabilidad del método (22), encontrándose in-
tervalos de condiciones iniciales para las cuales el Maca me 
ridional se hace igual a la unidad y aparece una singulari-
dad» 
Se plantea además el problema directo o de actuaciones 
yá mencionado <ju* proporciona la influencia sobre las "per-
formances" (11), (23; y (24) de la turbina, cuando diseñada 
para una distribución uniforme de temperaturas, se la nece 
funcionar con una distribución linéala 
Los resultados se presentan en curvas en las que se — 
comparan las soluciones obtenidas con las ecuaciones comple-
tas y las soluciones obtenidas despreciando las desviaciones 
radiales; así como también las solución del problema directo 
ó de actuaciones, 
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finalmente se critica la validez de la hipótesis de 
las desviaciones radiales pequeñas y se intenta encontrar 
una solución analítica aproximada, Linealizando las ecua-
ciones. alrededor de la solución arriba mencionada {*Í0}
 y » 
se ha conseguido integrar el sistema de ecuaciones diíVren 
cíales para el estator, (en el caso de ley torsional torbe-
llino libre y distribución de temperatura uniforme,; hablen. 
do obtenido resultados muy satisfactorios y esperanzadopea 




1-1 UJSTBRMINAÜIOy DE LAS VAKIAHLtiS FLUIDAS BH.UN_ IMCALOM 
HIPÓTESIS Y DISCUSIÓN. 
Entendemos por escalón do una turbina (véase figura 1-1), 
ol conjunto tornado por un anillo do alabea fijos (estator) y 
un anillo do alabes giratorios (roter), donde so extrae ener» 
gía dol fluido «n forma do trabajo mecánico» on general las -
turbinas pusdoa «star constituidas por uno ó varios escalones* 
iül objoto dol presonto capítulo os plantoar las ñipótesis on 
las quo fundasiontasies nuostro ostudlo adéouadanonto Justifica 
das; desarrollar las ocuacionos expuestas en el apéndice y fi 
nalmente establecerlas on la forma on que serán utiUsadas --
posteriorments para la determinación de las variables fluidas 
en secciones entre anillos do alabes, poniendo de manifiesto 
y on forma explícita y directamente tratable el efecto de no 
nomoentropía. 
uicnas secciones características son las situadas antro -
estator y rotor (sección Z) y la situada entre rotor y ester-
tor siguiente (sección 3¿t so suponen conocidas las variables 
a la entrada (sección 1J* 
* i g . ( i - i j 
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£1 método puede aplicarse sucesivamente al resto de 
escalones, es por esto que aquí nos limitaremos a estudiar 
un solo escalón y más concretamente el primer escalón, di-
vidiendo este estudio en dos partes que denominaremos i es-
tudio del estator,que establece las ecuaciones conducentes 
a la determinación de las variables fluidas en la sección 
situada detrás del mismo l sección '¿)\ y estudio del rotor 
que formula igualmente las ecuaciones necesarias para la » 
determinación de las variables fluidas en la sección sitúa 
da detras de este anillo(,sección 3J» 
Las nipoteeis que estableceremos a continuación son 
las utilizadas normalmente en la aerodinámica de - maquina* 
rotatorias, pero teniendo en cuenta la condición de no homo 
entropía del movimiento, es decirf 
a) ¿luido ideal 
b¿ <¿as perfecto 
o; óimetría axial y condiciones eatadionariaa 
d) flujo no homoentrópico 
«) Alabes radiales ó casi radiales 
fJ Trabajo específico en el rotor constante para cada 
linea de corriente* 
El estudio aerodinámico y dimenaionado de las máquinas 
rotatoriast se realiza en primera aproximación suponiendo que 
el fluido que evoluciona se comporte como fluido ideal, lo — 
cual se admite teniendo en cuenta que el numero de Reynolds 
de la corriente referido a la cuerda del alabe es normalmente 
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superior a 10 , por lo que las fuerzas de viscosidad tienen -
poca importancia, en el núcleo de la corriente, y son peque— 
ñas comparadas con las fuerzas de inercia* 
La influencia de la viscosidad de la que depende esen-
cialmente las pérdidas de presión y también en compresores 
la deflexión máxima que puede darse á la corriente» se in-
troduce mediante datos experimentales obtenidos en ensayos 
con cascadas de ¿labes pudiéndose entonces efectuar adémate 
las correcciones oportunas sobré las variables fluidas y ¿n 
gulos de la corriente, fcsto justifica por otra parte la hi-
pótesis establecida de. fluido ideal que implica que el flu 
jo es isentrópico a lo largo de cada linea de corriente: ; -
pero la constante de entropía es distinta para cada una de 
ellas según se establece mediante la nlpótesis (&}• 
Incluso en el funcionamiento estacionario de la turbina 
un observador, situado en la sección 2 y ligado a «jes abso-
lutos vería pasar sucesivamente alabes y espacios entre ala-
bes» con las consiguientes perturbaciones introducidas, dado 
que el movimiento es subsónico, lo que se traduce en varia--
clones locales de las variables fluidas con respecto al tier? 
po. igualmente el observador situado en el rotor y girando -
con é*l observaría sucesivamente estelas y zonas de corrientes 
sin estela de cierta uniformidad, lo que indica que las varia 
bles relativas a la entrada del rotor varían con él tiempo. 
En consecuencia el flujo como es sabido no es estacionario y 
el problema planteado en esta forma resulta extraordlnarlamen 
te complejo incluso en el caso más simple» 
Muestro trabajo va dirigido a estudiar la influencia de 
la corriente no nomoentr^pica y a fin de aislar efectos pode 
mos establecer la hipótesis de movimiento estacionario, que 
i; 
resulta por otra parte (cuando se considera turbina en fun-
cionamiento estacionario/ consecuencia de la hipótesis de -
simetría axial y puede formalizarse admitiendo la existen-
cia de Infinito número de alabes infinitamente delgados. No 
obstante el establecimiento de la ñipótesis de la simetría 
axial requiere un análisis físico más profundo del problema, 
para obtener conclusiones que permitan aplicar dicha hipóte 
sis correctamente, puesto que en principio no parece justi-
ficada. 
La. simetría axial exige que las variaciones de las varia 
bles fluidas y termodinámicas sean nulas en sentido tangencial. 
Justo exige, ecuación ^A-llbJ que : 0T~ ?6 _ jy^ _ ^ 
lo que significa que se conserva el mo-
mento cinético sobre cada linea de corriente y en consecuen-
cia ó bien no se realiza trabajo alguno en el rotor ó bien -
no existe deflexión de la corriente en el estator; todo lo -
cual esta lejos de la realidad^ 
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Igualmente resulta contraaictorio suponer 
Guando, aa sabido, aa producá una depresión sobra al extra-
doa dal perfil da alaba; mientras sa croa una depresión en 
al intradós icausas da la ruana resultante sobra el ¿labe;* 
finalmente, aa Un nacho, qua las superíteles de corrien 
ta CAEíflD ^fig* 1-21 no son cilindricas sino qua sa alabean* 
¿Si conjunta de partículas fluidas qua inicialmente asta so-
bre una linea circunferencial tal cono CAE no sufre en despía 
semiento paralelo asi alano sino qua sa distorsiona; puesto -
qua C tiene un desplazamiento radial positivo mientras que JS 
tiene un desplazamiento radial negativo» Justo asta también -
en desacuerdo con la suposición SUL. - 0 
sin embargo todas estas contradicciones pueden ser sos-
layadas si limitamos la valides de la hipótesis de simetría 
axial a aaccionas entre anillos de alabes y sin situarnos — 
dentro del espacio comprendido entra alabes;, sólo así puede 
tener sentido tal nipótasis y así será interpretada de añora 
en adelante, teniendo en cuanta además que los valores que -
en tal sección tomen las variables fluidas son valoras medios 
tomados eircunferenoialmente. 
¿«a nipótasis \t) que considera que el trabajo específico 
comunicado en el rotor es constante para cada linea de corrien 
te, no modifica en absoluto el aspecto físico del problema; -
simplemente especifica una condición de diseño que se utiliza 
con gran frecuencia en la práctica. 
Finalmente es interesante nacer constar que ae aplican -
las ecuaciones del movimiento laminar, cuando sin embargo el 
movimiento ea claramente turbulento; no obstante debe tenerse 
Ik 
presente que el coeficiente de intensidad de turbulencia £ 
c -2 
alcanza valores c — ^ x. 10 mientras que la longitud oarac 
» 
ter.ística es del orden de la cuerda, en al núcleo de la co 
m e n t a ^donde son despreciables los efectos de viscosidad y, 
ae io que se deduce que ios términos de turbulencia son des-
preciables i'rsnte a los t. orminos del movisiiento Medio, £n -
cambio deben ser considerados en la capa.lísilta.donde la Ion 
gitud característica es del orden del espesor da la Miseá, 
1-2.- fcSTUDIP feBROPISAHlCQ DEL ESTATOR 
La componente radial de la ecuación del impulso ^desa-
rrollada en el apéndice), al ser particularizada para la* va. 
riables fluidas m la sección 2, pueda escribirset 
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£1 flujo se considera isentrópico según cada linea de co-
rriente e isentálpico lecuación A-31); en consacuenoia te-
niendo en cuenta además la hipótesis de simetría axial* re 
sulta (Véase *ig.l-2J 
ai ¡MIL] dr<
 = flÉí] a¿n 
• s decirt 
\ií!í -TU] - \2£t] Un _ T, [¿?1 ctn
 u - 3 . 
Por otra parte sabemos que* 
Aquí resulta necesario introducir una nueva hipótesis, 
para simplificar las ecuaciones, que consiste en suponer que 
la corriente es uniforso en presión y velocidad a la salida 
de la cámara de combustión, es decir en la sección de entra-
da de la turbina ó sección 1; lo cual puede admitirse si se 
tiene en cuenta que las variaciones de presión y velocidad -
en dicha sección son pequeñas comparadas oon las variaciones 
de temperatura, ün consecuencia resultat 
l>e lo que se deduce que la no homoentropia de la corriente, 
en la sección de entrada se debe a la variación de temperatura 
con el radio* 
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ha ecuación de la energía, per otra parte proporcional 
7¡ = iba - ±-( fa* + tol)s T4+¿L(V?„}£.l£)(i~5) 
J£n consecuencia mediante las ecuaciones {,!.-**) y ^1-5). y des 
pues de sencillas reducciones la ecuación (1-3/ queda asíi 
En consecuencia el segundo miembro de la ecuación del impulso 
se anula cuando la corriente es homoentrópica, ó lo que es --
equivalente cuando el perfil de temperaturas en la sección de 
entrada es uniforme; representa por tanto la influencia de una 
distribución no uniforme de temperaturas* 
£ste término puede evaluarse siempre que se conozca T1 {r ) 
dado que . No obstante es más practico y cómodo -
utilizar como dato departida Tlt^ri y puesto que el número de 
Haen de la corriente en la sección de entrada lsección 1; ea -
pequeño» normalmente menor que 0.3, puede realizarse en estos 
caaos la aproximación T^^Tlt en la ecuación \l-6>, sin pérdi-
da alguna de rigor físico y errores muy pequeños en los cálcu 
los obtenidos. 
En. definitiva después de ^l-6j la ecuación ll-lj queda re 
ducida a la siguiente ecuación diferencial 
[Hk] + T(T)C , TH u-7; 
con 
?(y) z Z \í*L? - íÉzJf ?I?1 - A- lili én 7 u-s, 
1? 
La ecuación diferencial 4,1-7/* constituirá la base de parti-
da para todos nuestros estudios y desarrollos posteriores, -
que determinan las variables fluidas después del estator* — 
cualquiera que ssa la ley torslonal inpuesta y el perfil de 
temperaturas a la salida de la cámara de combustión T1t(rJ. 
1-3.- ESTUDIO AERODINÁMICO DEL ROTOR 
Como en el caso del estator la componente radial de la 
ecuación del impulso aplicada a la sección 3 Vfií* 1-3) pro** 
porclona 
£ 2 fas 





l*a ecuación del aumento cinético, con la hipótesis £ « ote. 
para cada linea de corriente asi 
t- Aiz Vez - n¿s fo* u-"J 
Ksta ecuación relaciona V©3 con vQ'¿ (para la misma linea de 
corrienteJ, en consecuencia V©3 no es arbitraria, quedando -
determinada en cuanto se lije fc y V02. 
Cono consecuencia de lo anterior la ecuación de la ener 
fía (A-J2} aplicada a una linea de corriente entre la entra-
da y salida del rotor ^secciones 2 y 3; tona la formal 
Ht¿ * £"= # * * = ^ ¿ / 
£n el rotor la entalpia no permanece constante a lo largo de 
una linea de corriente» pero el movimiento continua siendo --
isentrópico de acuerdo con las Hipótesis establecidas. Cosío -
además <? <- * 0 si puede escribir t 
Es decir que en definitiva y de forma semejante a como ocu-
rría en el estator* 
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De la ecuación da la energía, se obtienet 
Con la» ecuaciones ^1-I4j y ^1-4), la ecuación (1-13j propor 
clona* 
Este tormino de la ecuación del impulso representa por" tanto 
el afecto de la no nomoentropía de la corriente en la distrj. 
bución de velocidades detrás del rotor ó lo que as igual qua 
una distribución no uniforme de temperaturas* 
finalmente de las ecuaciones {1-1.5; Y {í-XO)f despula -




 Mfr)Vmt = IV (r) U-X6) 
9-nr , 5 
con 
U-17; 
U - i « ; 
ira «xpresión diferenoial (,1-16^  constituye la base de partida, 
para la determinación de las variables fluidas en «1 rotor, — 
en todoa los desarrollos posteriores. 
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CAPITULO II 
DETERMINACIÓN DE LAS VARIABLES FLUIDAS CUANDO LAS BKSVIA-
ÜIONES RADIALES SON PEQUEÑAS. 
2-1 INTRODUCCIÓN 
En la» máquinas rotatorias, tipo axial, las ¿«aviación** 
radial*» d* la corriont* a lo largo do la» Mismas son en mu-
chos caaos pequeñas; particularmente cuando la divergencia -
d»l canal por «1 qu* circula la corriont* os asi mismo p*que 
ta« Como consecuencia cabe esperar qu* tanto las velocidades 
radiales como sus derivada» sean pequeñasa 
Per otra parte «á *1 supuesto de qu* *f *£*zA pu*d* 
Ym 
realizar»* una sari* de aproximaciones en las ecuaciones — 
H"7/ y <l~l6jt d* forma que quedan enormemente simplifica-
das, podiendo obtenerse entonces expresiones integral*» pa-
ra la variación da las magnitudes fluidas con *1 radio, se-
gún sea la ley torsional elegida* 
A continuación realizamos tale» aproximaciones y expone-
mos detalladamente los desarrollos para las leyes torsional*» 
d* uso más frecuento, a *ab*ri torbellino libre, rotación sa-
lida y ángulo de salida constante» 
2-2 DETERMINACIÓN QE VArttAflLflá FLUIDAS X ÁNGULOS DE LA CORHIEN-
TE EN EL ESTATOR* 
Las aproximaciones resultantes d* la» pequeñas velocidad** 
radial** «en la» siguientes i 
(<E££jf) -fl 
] (*«- Y)¿-° 
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Con «atas simplificación»» la eóuación {1-7} se roduce aJ 
3I& . ^  
ó bion teniendo en cuenta que* 
2 Z 2 
z 
VB2 ?(*&*) - V*z + ± 3Vte bj ve*. * Í^'P*' z " * — —- l2-3> 
puede escribirse también; 
&Ú . 4 
Ruaste que lo qu« preténdenos es calcular las variaciones -
con el radio de las variables fluidas en la sección 2 (sali 
da del estator) las ecuaciones diferenciales {2-2J y (2-4) 
pueden considerarse ecuaciones diferenciales ordinarias y -
así lo haremos a partir de este memento» Con cualquiera de 
estas ecuaciones puede determinarse la distribución de velo 
cidades toda vez que ha sido fijada la ley torsional y la -
temperatura do entrada XIt {r), 
Su integración se expone a continuación aegdn cada ca-
so tratado* No obstante Indicamos previamente y de torna su 
cinta el método do calculo ae las restantes magnitudes fluí 
das y ángulos de la corriente. 
ue la ecuación de la energía ^A-31¿» se obtiene la diis 
tribución de temperatura y a continuación el numero de Macn 
de la corriente M2, mediante las relaciones! 




Teniendo en cuenta las hipótesis de movimiento isentrópico 
según una linea de corriente y que el gao se comporta como 
gas perfecto puede escribirse igualmente; 
P* _ ^ 
La ecuación global del gasto se emplea para la determi 
nación del tamaño de la máquina en el problema de diseño ó* 
bien es la que determina la constante que resulta de inte-
grar las ecuaciones diferenciales (2-2J 6 \2-k) en el pro-
blema de actuaciones* 
¿)n la figura ^2-X) se presentan los triángulos de velo 
cidades ael escalón y se indica el criterio de aignoa adop-
tados para loa angulas y velocidades de la corriente, pudien 
do deducirse fácilmente. 





Resulta además Interesante la determinación del número 
de Macn relativo M2R, que puede obtenerse teniendo en cuenta 
las relaciones: 
por lo que resulta: 
#ÍA^ \<**«* j Mi 
2-2-1 TORBELLINO LIBRE 
La ley torsional conocida con el nombre de torbellino ~ 
libre viene dada por la expresióní 
J£n consecuencia la ecuación diferencial (2-2) queda reducida 
7>f V <=¿~r J4 
ouya expresión integral est 
Uespuóa de realizar las integraciones correspondientes y al-
gunas simplificaciones quedat 
La constante de integración Q puede determinarse imponiendo -
que esta ecuación se satisfaga en el punto medio, es decir ña 
ciendo 
Tj-b = 7Hm j 
Zk 




sustituyendo al valor da U, dado por ^2-6¿ en la ecuación --
\2~*S) queda finalmente: 
y 
donda C puado calcularas mediante la expresión: 
La acuación (2*10) psrsiita por tanto la determinación d* Vz2 
cualquiera que asa la distribución da Tlt^rj* 
Añora bien teniendo en cuenta la relación (2-3a) te tie 
na por otra parte i 
ti = /'/- TA [***£¡gfi -c] *«-^. 
2-2-2 KÜTACIOM SOLIDA 
La ley torsional conocida con el noabre ds rotación so 
lida viene dada por la expresión! 
V©2 * K1. r ^2-12^ 
llevada así parque el aire gira cosió si fuese un sólido rígi, 
de* 
introduciendo el valor de V02 dado por la ley torsio-
nal definida en la ecuación diferencial V2-*U reaultat 
t2-13J 
cuya expresión integral aai 
6 bien: 
es deciri 
L.a detersiinación da la eonetanta v¿, ae efectúa imponiendo 3.a 
oondicion de que la ecuación anterior se satisfaga para los 
valores da Tas variables en el punto atedio, es decir: 
o "2, 
fe r ^ 
r 7?r m J 7>¿ 
con lo que se obtienet 




sustituyendo el valor de l¿, deducido en la ecuación \2-l4; --
queda finalmente 
estando determinada la constante C, con la expresión! 
c4 =-±.(r¿ - y?) 
Xftsn 
Justas dos últinas expresiones permiten de nuevo el cálculo áv 
V2{r> en la sección 2» cualquiera que sea el perfil de tempe-
raturas Tlt^r;. 
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ü-ü-3 ANüUU) D& SALIDA CONSTANTE 
&a frecuente en la practica encontrarse con alabes d# 
la directriz sin torsión, siendo la raaón principal cíe tal 
diseño la facilidad de fabricación y en consecuencia la eco 
nomía de coste* 
Para tales ¿labes y en el supuesto de que las desvia» 
clones de la corriente varíen poco de una sección del ¿labe 
a otra» se puede considerar con suficiente aproximación que 
el ángulo de la corriente a la salida ©<¿ ©s constante* Con 
este supuesto y procediendo en forma análoga a como se han 
estudiada los casos anteriores trataremos de obtener el cas 
po de velocidades* 
Tomaremos pues* 
?¿ 
Introduciendo en la ecuación diferencial {2~lt) el valor de ~ 
V©2 dado por la ley torslonal definida, obtenemost 
ecuación que integrada proporcional 




ísl valor de la constante Q2. se determina procediendo de for 
ma análoga a loa casos anteriores obteniéndose! 
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siendo t 
sustituyendo añora el valor de la constante t¿2 obtenido en -
la ecuación (,2-20), resultai 
donde el valor de C2 viene dado por la exprésioni 
s MÍLO/Z
 2 
C¿ - r"> SI'*» ~ti) (2-23J 
Trfm J 
La ecuación ^2-22) proporciona la expresión buscada para obte-
ner el campo de velocidades, cualquiera que sea Ttt^rJ 
2-3 DETERMINACIÓN DS LAS VAKIABUSS FLUIt)Att KM EL ROTOR 
Las aproximaciones resultantes de las pequeñas desviaoiones 
radiales soni 
i 0 
Ü5r» tff 2fc tf 
¿£ r v i . ^í o. 
; 
/Us ^ ¿i-i - <u = wr 
con estas simplificaciones la ecuación (l«16j se reduce at 
9T ral ZrJ,
 n¿ i&r], -r &r 
o" bien, como en el caso del estator» t«alendo en cuenta las re 
laciones (2-3; aplicadas a los valores de las variables fluidas 
en la sección 3 se obtieno t 
& rf y» i cr fe i w* ™ i t* i_ •— ¥ t / i " •* i «¿i roa . 2«-21 ) 
£r 
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mientras que la ecuación ^1-11J queda en la forma: 
La. integración de la ecuación diferencial proporciona 
la distribución de velocidades V3» Para el resto de las va 
riables fluridas, disponemos de las siguientes relaciones! 
2Cf> Ce, 
obtenida a partir de la ecuación de la energía {A-'JZ} y por 
otra parte: 
,7>\**-' fTéfa 
Como consecuencia dé las ñipótesis de movimiento isentrópico 
según una linea de corriente y gas perfecto* 
La ecuación del gasto será utilizada de igual forma a ™ 
como se na hecuo para el estator* 
Para los ángulos de la corriente ^Fig.2-1, página-22 ) se 
deduce fácilmente i 
o/5z: arc¿¿?> líil\ 
«x'áye;: «¿re 
* ( % * ; 
Puesto que lo que preténdenos es calcular las variacio-
nes con el radio de las variables fluidas en la sección 3 — 
tsalida del rotorJ las ecuaciones diferenciales (2-2**J y 
^2-25j pueden considerarse ecuaciones diferenciales ordina— 
rías. 
2o 
La ecuación diferencial (,2-25,) •» una ecuación de primer --
orden en V3 y teniendo en cuenta que v©3 *• una función del 
radio, su expresión integral general «si 
la determinación de la constante 44' puede realizarse inponien 
do la condición! 
y y = -TV»? 
con lo qu* resulta 1 
fc2. tf„*t-7Xfí **'** c¿r- C'l (2-2oj 
Habiendo necbot 
Las expresiones correspondientes a las leyes torsionales que 
se estudian se obtendrán a continuación* 
2-3-1 TORBELLINO LIBRA 
Teniendo en cuenta las relaciones ^2-5j y (2-26) se ob 
tiene 
<»<*'ir)± (2-3o; 
sustituyendo esta expresión de V03 e n l a ecuaeiÓA ^2-28) queda* 
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2-3*2 MUTACIÓN SOLIDA 
Teniendo en cuenta las relaciones ^2-12/ y ^2-26) se 
obtiene para este caso: 
sustituyendo esta expresión en la ecuación ^2-28) queda: 
2-3-3 AJMOULÜ PJE SALIDA CONSTAMTJÜ 
ifiste caso no es de aplicación inmediata cono los ante-
riores yá que la expresión que proporciona V©3 es: 
V&3 =, Ks ¿¿TI <V, - -íL <2-3¿Í¿ 
AL 
Debiendo recurrir a 1.a expresión 1,2-22J que proporciona l a -
distribución radial de V2, cuando la directriz es de ángulo 
de salida constante» Se considera que en este caso difícil-
mente será posible obtener una expresión analítica para V'J 
por lo que se estina que el calculo numérico deberá efectuar 
se casi sin excepción» 
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2-4 OPRESIONES ADIMENSIONALJ5S 
2-4-1 PARÁMETROS CARACTERÍSTICOS 
En todo lo que antecede se han obtenido expresiones -
generales, como consecuencia de una solución aproximada, que 
permiten el cálculo de las variables fluidas, en las seccio-
ne» de salida del estator y salida del rotor, cualquiera que 
sea la distribución de temperaturas T1t(r^* 
1.a influencia de Tlt no se manifiesta de forma clara -
porque depende de los valores de expresiones integrales, que 
implican el conocimiento de la misma distribución de tempera 
tura y porque depende a au vez de loa valores de otras varia 
bles; como son! tamaño de la máquina, trabajo especifico, ve 
locidad en el punto, medio etc* 
¡no necesario pues desarrollar algún caao determinado -
que ponga de manifiesto su influencia tanto cualitativa (aun 
que esta puede deducirse en parte del análisis de las ecua-
ciones diferenciales como se verá máa adelante; como cuantita 
ti va* Con tal motivo estudiaremos el caao de distribución li-
neal de temperaturas, por ser eate mX de mayor interás en la 
práctica desde un punto de vista termomeoánico, comparándo-
lo con el caso de temperatura uniforme. 
A fin de correlacionar loa resultados y generalizarlos 
se pondrán en forma adimensional laa ecuaciones anteriormente 
obtenldaa. De eata forma será posible presentar tablas y grá 
fieos dentro de loa valores más usuales de los parámetros de 
diseno* 
Consideraremos en lo que sigue que la velocidad axial 
puede ó no mantenerse constante a lo largo de la linea media; 
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es decir que en general , 
nabiendo necno 
Vi 
Los parasetros utilizados son los siguientes: 
a) Relación de radios ^ * definido así 
Este parámetro es representativo de la configuración geomé-
trica de la turbina y sus valores varían normalmente en el -
intervalo» J/v0.5.0.tt) 
Para simplificar las expresiones, que desarrollaremos 
a continuación, se tiene en cuenta que el radio medio adi—-
mensionalizado es i 
h) Coeficiente de flujo A , definido mediante la expresión 
AL™ 
pudiendo utilizar también 
£1 coeficiente de flujo tiene una gran influencia en el ren 
dimiento y sus valores varian en el intervalo* A tO*5.1.5j 
cj Coeficiente de carga 0 » definido como sigues 
ííl ooeficiente de carga proporciona una idea de la defle 
xión comunicada a la corriente comparada con la velocidad de 
arrastre; valorea normales son ó (0.5,l»5y 
y también tiene gran influencia en el rendimiento de la ma-
quina {ríg» '¿~2)(M)< 
f\ 
i -
os 10 IS > 
Curvas del rendimiento 
(tomadas de Smitn, ref. 1*0 
*ig« 2-2 
d) coeficiente de torsión T dado por 
como se ve, ae corresponde con «1 ángulo de salida de la co-
rriente en la directriz, es decir, el ángulo que forman la -
velocidad absoluta de la corriente en el punto medio y el ej 
por lo que podrá utilizarse este indistintamente* 
Valores normales son,°f2m ^60', «0*J 
ej Coeficiente de velocidad 0~. 
lí^  
be designa con este nombre la relación entre la velocidad -
circunferencial del alabe y la velocidad isentropica V^a, «-
donde v¿s se obtiene según sigue i 
2 
y en consecuencia 
2 /Uv, 
JLn el movimiento real delinimos el rendimiento de la turbi-
na *}T t mea tan t e la exprés i án T 
I' " tí,i: - #itf 
añora bien* teni©nao en cuenta la relación anterior y la ex-
presión 2^-2í>> se puede escribir 
-h C = 1/ '*>>* *lr 
y teniendo en cuenta la definición del coeficiente de carga 
también se escribe 
Puesto que nosotros consideramos que el movimiento es isentro 
pico según una linea de corriente, en particular para la linea 
media se tendrá finalmente 
es decir que los parámetros 0y<f~ están relacionados pudiendo 
utilizarse indistintamente, 
iwa lo que sigue utilizaremos el coeficiente de carga W , no 
sin antes mencionar que la influencia del coeficiente <7~ en 
el rendimiento es marcadísima, llegando algunos autores — 
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como rtorlock (5)t a considerar que el rendimiento depende --
casi exclusivamente de (T, 
estudios experimentales y desarrollos prácticos llevados 
a cabo por Dormán y Velna \15f ^tig.2-3J, sitúan máximos del 
rendimiento para vaiores Ü~ \,0,kfQ*55) 
Variación del rendimiento de la turbina 
con el coeficiente de velocidad , para 
dos turbinas diseñadas con valores nomi 
nales de ÍT = 0.33 y V ~ O.Uo 
íi«. 2-3 
£} .Numero de Macn de la corriente a Xa saXida de Xa directriz 
M2m. 
£s frecuente en Xa práctica diseñar eX primera estator ó 
directriz para que funcione en condiciones sónicas* t,a varia-
ción del n* de Maca de la corriente MU COA el radio explica -
que cuando se lija M2m=l Xa corriente sea supersónica en Xa -
raíz y sónica en eX extremo. Para turbinas subsónicas se esti 
ma que cuando el número de Macn de Xa corriente alcanza valo-
res próximos a 1.17, se produce una expansión de PrandXt-Meyer 
en la sección de salida que modifica el esquema del iluj-o. -
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y los ángulos de la corriente difieren apreciablemente 
de los calculados a partir de los datos experimentales, obte 
nidos en ensayos con cascadas de corriente subsónica, for otra 
parte en estos casos el número de Mach de la corriente relati-
va llega a ser superior al numero de Mach crítico de los per11 
les del rotor con el consiguiente detrimento en el rendimiento, 
a causa de la interacción de la onda de choque, que se origl--
na, con la capa límite. Teniendo en cuenta todo lo anteriornten 
te dicho y para el caso de expansión sónica en la directriz -
(en condiciones de bloqueo; los valores de M2m varían normal-
mente en el intervalo (,0.6,0-9) * dependiendo de la ley tora lo 
nal elegida. 
g) Uoeiiclente de variación de temperatura. 
LA influencia de la temperatura se tendrá en cuenta a tra-
vos del parámetro o
 t que denominaremos incremento relativo -
de temperatura, definido según sigue t 
donde TltM es la máxima temperatura. 
ün el caso de una distribución lineal de temperaturas, — 
objeto de nuestro estudio consiguiente; TltM = Tlte y en con-
secuencia 
por lo que 
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ecuación que proporciona la distribución de temperaturas a la 
entrada de la turbina ó también 
T ^
 = 5y Ai^ ^2-35} 
habiendo necno 
( ¿- *;) 
bj // - -£-£_ l2-36> 
con esto procedemos al calculo de las variables fluidas según 
las leyes torsionales que estamos considerando* 
2-4-2 TOttflIBU/XNO LIBRE 
1*,- estator. 
De la ecuación (2-lOaJ teniendo en cuenta las expresio-
nes de los parámetros definidos anteriormente y el valor de K, 
obtenido mediante la relación ('¿-5) al particularizar las va-
riables para el punto medio
 v se obtiene t 
donde 
La expresión (2-37) es válida cualquiera que sea la dis 
tribución de temperaturas. 
Igualmente de la ecuación t2-5J se obtiene: 
3« 
esta expresión que proporciona la distribución tangencial -
de velocidades, como puede apreciarse, es independíente de 
la distribución de temperaturas, dado que se ha elegido ar 
bitrariamentet siendo por tanto valida en cualquier caso con 
ley torsional torbellino libre* 
LTectuemos ahora, J.a aplicación a los dos casos alguien 
tes t 
aj distribución lineal de temperaturas. 
sustituyendo en ^2-37) el valor de ^H/Jifa dado por la --
ecuación (2-35J e integrando se obtiene 
con 
b) Temperatura de entrada constante T1t= T1tm » 
La ecuación \2-37J proporciona para este caso 
(,2-UOJ 
\ Vi Ir H ' 
2*,- «otor 
fie la ecuación ^2-32; teniendo en cuenta las expresio-
nes de los parámetros definidos y la relación ^-30f parti-
cularizada para el punto medio se obtiene 
(€=j* f (s - j- sr - JíH-J^aM**" 
Como expresión que proporciona la distribución de velocidades 
absolutas cualquiera que sea 'i1t, deduciéndose para la veloci 
dad tangencial la siguiente expresión. 
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(*>(*•*-£) 
que igual que «a al caso anterior es independiente de Tlt. 
efectuaremos la aplicación a los caaos i 
a,) distribución lineal de temperaturas* 
sustituyendo en la ecuación \Z-kl) el valor de ?1í4>iM 
dado por (2-35) »• obtiene* 
Mientras que permanece invariable la expresión que proporcio-
na la distribución de la velocidad tangencial. 
h) Temperatura de entrada constante, TI • Tlm. 
La ecuación ^2-4lJ proporciona en este caso 
2-4-3 KOTACIOM SOLIDA 
!*•- estator. 
De la ecuación ^2-16) con las expresiones de los pará-
metros utilizados y el valor de K1 deducido de la relación -




cono expresión que proporciona la distribución do velocida-
des, cualquiera que sea la distribución de temperaturas, — 
mientras que para la velocidad tangencial se obtieneÍ 
l VA ) wm 
que COMO puede apreciarse es independiente de la distribución 
de temperaturas» 
¿taremos aplicación a los casos i 
a) Distribución lineal de temperaturas. 
sustituyendo en la ecuación <2-43) el valor de XIt dado -
T1tm 
por la expresión i2»35¿ se obtienes 
con 
^ í M #* J 
b) Temperatura constante Tlt « Tltm. 
La ecuación que proporciona la velocidad absoluta se redu-
ce ai 
como es sabido la ecuación 12-45J que dá la velocidad tangen-
cial es valida en cualquier caso. 
2*.- Kotor 
l>e la ecuación V2-33i, teniendo en cuenta la relación --
^2-32; y procediendo en forma análoga a los casos anterlomen 
te estudiados, obtenemos las siguientes expresiones que propor 
clonan Xa velocidad absoluta V3 y la tangencial v*3 respectiva 
mente» 
kl 





Distinguiremos los casos t 
aj Distribución lineal de temperaturas» 
En este caso se obtiene! 
(h.) =¿+ ±£. (3+*ws) -(»+**) f*4*i*) (4-) ~h Y 
U/A Á2 L KÁAJ 
Tu(W) #?JL- er(*- - f- f - * ¿ +J ] (2 -47*; 
con 
J*ír; = -áL ¿[(*+áJj *">1 12-50> 
b) T I « T I * 
con l o que s e obt iene (XÍ ; i t y = Hv-j « 1 ) 
1 
k2 
2.**-4 ÁNGULO Dg SALIDA CONSTANTE 
1 * . - J E s t a t o r 
De la expresión |2«22> teniendo en cuenta las expresio-
nes de los parámetros definidos hasta ahora y el valor de C2, 
proporcionado por la expresión (2-23J, al particularizar las 
variables para el punto medio*se obtienet 
con T4/?/=:•€-Vnotz / „ ' ^ T 12-52; 
Teniendo en cuenta ade»ás que: 
¿+tp* 
La expresión que proporciona la distribución tangencial de -
velocidades puede deducirse de la expresión ^2-ltiJ, teniendo 
en cuenta además la expresión 1^ 2.-51 J , es decir: 
(fj 
Lo que pone de manifiesto que la distribución tangencial de — 
velocidades ya no es independiente de la distribución de tempe 
raturas, come ocurría con los casos anteriores* 
La integral que aparece en la expresión \Z-^Z) conduce en 
general a integrales de tipo ¿termite, siendo muy engorroso su 
calculo» mientras que en otros casos ^dependiendo de las distrl 
bución de temperaturas) se hace imprescindible el calculo numé-
rico* 
No obstante puede obtenerse una buena aproximación,válida 
para cualquier distribución de temperatura,según se desarrolla 
*3 
a continuación* 
Otra forma de la ecuación \2-L9}t puesta en forma adi-
mensional es 
que también puede ponerse en la forma 
•¿5-
 y V L**/r,n Ttt/r.tm 
si per ser fvlf «r-¿¿: 1
 t realizamos la aproximación 
1V2/ 
t*9/r,J9 (rayfyf *r* 
La ecuación diferencial (.2-54; puede ser integrada direeta-
. endose ^.„^ 
-2 _ ~-***>**(r.±V *t? ®-*-r"ig) '" ~»< 
La expresión de la constante se calcula imponiendo las condi, 
clones i 
quedando finalmente 
Esta expresión, proporciona con muy buena aproximación según 
se verá más adelante la distribución de velocidades, cumlquie 
ra que sea la distribución de temperaturas» 
Uk 
uaremos aplicación a los casost 
aj Distribución lineal de temperaturas. 
sustituyendo en la ecuación {2-56) el valor de Lá±U 
se tiene 
(9. • ¿fe í * f v W " '-"•' 
cono comprobación de la aproximación obtenida se presenta -
en la tabla ^2-1; los valores de[V2] proporcionado* por la -
expresión anterior y los obtenidos mediante solución numérica 
de la ecuación diferencial 2^-5*tj (por el método de üLutta-Hun 
g«), para distintos valores de los parámetros* (Tabla (2-1) -
pagina kj)* 
b) Temperatura constante XIt * Tltm. 
üin el caso de la ecuación (2-56;, se reduce a 
í*±) r-£*L_ í±»f^*Z (2-56b, 
L ft/c cxsc/j { sj 
Debiendo hacer constar que en este caso la solución analí-
tica obtenida es la exacta* como puede comprobarse integrando la 
ecuación diferencial (2-51). 
2 - Rotor 
De la expresión (2-28 ,f y teniendo en cuenta la expresión 
de los parámetros definidos anteriormente así como la rela-
ción 1,2-29) se obtiene: 
con 
k5 
La expresión de V63
 T que figura en la integrales* obtiene 
a partir de las ecuaciones (2-3^; y (2—56;, de forma que re* 
sulta: r 
La ecuación (2-57; proporciona la distribución de velocidades 
cualquiera que sea la ley de temperaturas en cuestión» ¡Sola-
mente para casos muy particulares puede encontrarse una solu-
ción analítica para l^(f; , por lo que esta debe calcularse nu-
méricamente a través de la expresión (2—58; fton cualquier mé-
todo usual de integración numérica, como puede ser el método 
de bimpson* 
Un caso particular es el de distribución de temperaturas 
uniforme Tlt = Tlt»¡ que queda reducido! 
lll) = fin + (¿ir t-A.) + T"* C*J l^-57«; 
Las expresiones (2-58) y (2-59) proporcionan 
? . ? Wé* oS* J _ 12 
desarrollando el cuadrado subintegral quedai 
Añora bien teniendo en cuenta quet 
- * "••#£?/""'] 
J V5V 5" 2OSI/AY/ 
^6 
/£® r 
l « i 








0 . 6 0 
0 . 6 5 
0 . 7 0 
0 . 7 5 
0 . 8 0 
0 . 8 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
1 
0 . 6 0 
0 . 6 5 
0 . 7 0 
0 . 7 5 
0 , 8 0 
0 . 8 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
1 
0 , 6 0 
0 . 6 5 
0 . 7 0 
0 . 7 5 
0 . 8 0 
0 . 8 5 
0 . 9 0 
0 . 9 5 
1 
S * 0 .1 
SOL, 
A. 
2 . 3 8 
2 . 2 6 
2 . 1 6 
2 . 0 7 
2 . 0 0 
1 . 9 2 
í . 86 
1 . 8 0 
Í . 7 5 
3 . 5 9 
3 . 3 9 
3 . 2 1 
3 . 0 6 
2 . 9 2 
2 . 8 0 
2 . 6 9 
2 . 5 9 
2 . 5 0 
7 . 2 3 
6 . 7 8 
6 . 3 9 
6 . 0 5 
5 . 7 5 
5 .^9 
5 . 2 6 
5 . 0 4 
4 . 8 5 
SOL. 
DIF. 
2 . 3 8 
2 . 2 6 
2 , 1 6 
2 . 0 7 
2 . 0 0 
1 . 9 2 
1 . 8 6 
1 . 8 0 
i .75 
3 - 5 9 




í = 0 . 1 5 
SOL. 
A. 
2 . 3 3 
2 . 2 3 
2 . 1 4 
2 . 0 6 
2 . 0 0 
1 . 9 3 
1 . 8 8 
1 . 8 2 
1 . 7 8 
3 . 5 0 
3 . 3 3 
3 . 1 7 
3 . 0 4 
2 . 9 2 
2 . 8 1 
2 . 7 2 
2 . 6 3 
2 . 5 5 
7 . 0 3 
6 . 6 4 
6 . 3 1 
6 . 0 1 
5 . 7 5 
5-52 
5 . 3 2 
5 . 1 3 
4 . 9 6 
SOL. 
DIF. 
2 . 3 2 
2 . 2 3 
2 . 1 4 
2 . 0 6 
2 . 0 0 
1 - 9 3 
1 . 8 8 
i . 8 2 
1*77 
3 . 5 0 
3 . 3 3 
•j» 
**• 
2 . 6 3 
2 . 5 5 
•» 
** 
h ~ 0 . 2 
SOL. 
A. 
2 . 2 8 
2 . 1 9 
2 . 1 2 
2 . 0 5 
2 . 0 0 
1 . 9 4 
1 . 8 9 
1 . 8 5 
1 . 8 1 
3 . 4 1 
3 . 2 6 
3 . 1 ^ 
3 . 0 2 
2 . 9 2 
2 . 8 3 
2 . 7 4 
2 . 6 7 
2 . 6 0 
6 . 8 3 
6 . 5 0 
6 . 2 2 
5 . 9 8 
5 . 7 5 
5 . 5 5 
5 . 3 « 




2 . 2 7 
2 . 1 9 
2 . 1 2 
1 . 8 0 
3 . 4 1 
3 . 2 6 
2 . 6 7 
2 . 6 0 
4* . 
NOTA - SOL.A., son datos obtenidos mediante la solución apro-
ximada* 
SOL.üXF., son datos obtenidos atediante calculo numérico 
de la solución diferencial. 
k& 
2-5 INFLUENCIA DE LA NO HOMOENTROFIA DE LA CORRIENTE 
Hasta añora se üan obtenido las expresiones que permiten 
calcular las variables fluidas de un escalón, cualquiera que 
sea el perfil de temperaturas T1t y en particular cuando di-
cba distribución de temperaturas es lineal ó uniforme. 
Es momento de analizar la intluéncla de la no homoentro-
pía y poner de manifiesto nasta qué punto debe ser tenida en 
cuenta, cuando se trata del diseño aerodinámico de la turbi-
na. 
2-5-1»- TORBELLINO LIBRE 
i - ESTATOR 
La ecuación diferencial(2-6) que proporciona la dis-
tribución de velocidades en el estator» con ley torsional — 
torbellino libre
 t puede ponerse en la forma: 
ó también 
cuando el perfil de temperaturas es tal que Tlt disminuye dds-
de el ptó.tmtdio bacía la raiz resulta que £L»!*£>0» de torna que 
la velocidad axial disminuye también desde el punto medio hacia 
la raiz; pudiendo entonces diferir apreciablemente del valor --
calculado cuando la corriente ea nomoentrópica, yá que entonces 
W-i « ote* Este efecto, es tanto más acusado cuando menor sea -
la velocidad axial* según se pone de manifiesto mediante la ex-
presión \2-$l) y en consecuencia, en cualquier caso, cuando más 
pequeña sea la velocidad axial fijada para el punto medio» Jfor 
49 
esto a partir de añora consideraremos como caso más crítico 
el correspondiente a Kv = 1, que es el que suele darse en -
la práctica. 
&a las figuras {2-H) y {2-$} ^Pág.4"-Í;, se presenta la 
influencia de un perfil de temperaturas linealt para varios 
valores del parámetro <F , en los ángulos o/¿ y Qfo# de la co 
rrlente. Así mismo en la í'lg. (2-tí) se presenta su influen--
cla sobre la velocidad axial, confirmándose de una forma cía 
ra todo lo basta ahora expuesto. 
£1 número de Macn de la corriente absoluta, sin embargo, 
presenta poca variación (Tabla 2-2). 
TABLA (2-2) 
Pf-tm * 65». f> » 0.5 M2m • 0,61, R,» 1 





























iís evidente que el efecto más considerable y perjudicial ee 
el de la disminución de la velocidad axial. 
Para completar este estudio, resulta interesante efec-
tuar los siguientes desarrollos: 
De la ecuación (,2-37a;, cuando i¿v*=1, se tiene i 
($£=<-tt*-'[*™-'i 
Teniendo en cuenta la expresión que proporciona la velocidad 
tangencial resulta: 
La expresión {Z-52}, proporciona la distribución de la 
velocidad axial y la influencia de loa parámetros. Partícula 
rizando para la raiz J = %/ , se obtiene entonces: 
&)l^/w>) 
ite cuya expresión pueden deducirse los valores máximos permi 
sibles deV'i es decir de Q^t^ . en función de *f,* ; cuando se -
especifica un valor mínimo de f-í,*¿.| y el parámetro e 
Kn la figura (2-10) se dibuja dicha función para**: 0.15, ** 
poniendo de manifiesto una disminución considerable de la -
zona útil de diseño. 
2 - KOTO» 
De la ecuación general ^2-2^) , teniendo en cuenta que por 
tratarse de la ley torsional torbellino libre 
se obtiene: 
51 
Teniendo en cuenta ademas que: 
1/fiS -z ¡fez - -£-
/íí, 
se deduce, Igual que para el estator, que un gradiente posi-
tivo de temperaturas produce una disminución de la velocidad 
axial hacia la raiz, pudiendo alcanzar valores tan bajos que 
imposibilitan el diseño* 
En las figuras (2-6; y (2-7; (página SS" ) t se presen 
ta la influencia de la distribución lineal de temperatura so 
bre los ángulos de la corriente<fa y ¿K 3**» para varios valores 
del parámetro o de desviación de temperatura . Esta influencia 
no puede desestimarse, ya que las diferencias son apreclablas . 
y se aproximan a los 20* en la raiz, donde los efectos son na 
yores, cuando* =0.15-
La. fig.(2-9J lpag*j~£J, pone de manifiesto» lo Indicado 
con respecto a la velocidad axial* Loe efectos son mayores -
cuando menor asa la velocidad axial fijada en el punto medio 
y nosotros consideraremos en lo que sigue como caso límite, ó 
más desfavorable, el más frecuente «kn diseñot ss decir KY=RV1=1 
De la ecuación {2-kla.) y (2-42J, se obtiene 
U -' -Í (S -) - £ r-ff i*-«>-'J 
-C--4Í(W 
De cuya expresión puede deducirse la influencia de cualquier 
parámetro. Fijando un valor mínimo admisible en la raiz 
52 
la expresión anterior proporcional 
función que ae ha dibujado en el diagrama coeficiente d» car 
ga - coeficiente de flujo, para * =0.15 y varios valores del 
resto de los parámetros» en las figuras \Z-X\.) a \2-14/(pagí. 
na 53 } ; con lo cual se delimitan las zonas aptas para el di-
seño , en cada caso. 
2-5-2 ROTACIÓN SOLIDA 
Para esta ley torsional, cuando el gradiente de tempe-
raturas es nulo, la velocidad axial V¿¿ disminuye al aumentar 
radio. £s necesario por tanto» después de todo lo expuesto -
y en forma parecida» estudiar previamente la Viabilidad de 
tal ley en el caso de distribución de temperaturas uniforme 
ó tiicno de otra forma su practicabilidad en el diseno de tur 
binas. 
Ue las expresiones (¿-h"})*) y (2-^5;, después de algu-
nas simplificaciones, se deducet 
La condición j Í52 ] » O para ? * 1 
V y, )c 
proporciona / « iC^'j * función que determina loa valares má-
ximos admisibles de <^»/t} .Justa función se representa en la --
fig. (,2-15; {púg* 6Z } observándose que el valor máximo admisJL 
ble para o/í(í , es CC** =55* para f;« O.H. Esto excluye la uti-
lización de la ley torslonal rotación sólida en el diseño de 
turbinas* razón por la cual ya no la consideraremos de ahora 
en adelante* La utilización en 
explica teniendo en cuenta qua 
máximas da la corriente son 0¿ 
de o¿^ , pueden obtenerse valí 
dad axial en el extremo* 
53 
al diseño da compresores se 
en esta caso, las defexiones 
— 30* f para estos valores 
res razonables da la veloci-
i 
5 4 
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LEV TORSIONAL : ROTACIÓN SOLIDA 
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ü-5-3 ÁNGULO DE SALIDA DE LA DIRECTRIZ CONSTANTE 
Para esta ley torsional los efectos de una distribución 
lineal de temperatura son pequeños en el estator, según se -
aprecia en la fig.(2-lój (pag. 66 ) donde se representa el án-
gulo relativo de la corriente °ía/e para varios valores de c 
y en la figura (2-17) (pag. 6&>, donde se representa la velo-
cidad axial (k¿2£ j • Así mismo puede verse que la influen— 
V Vi) 
cia de tal distribución de temperaturas en el número de Macn 























iSl comportamiento del rotor, en cambio difiere aprecie, 
blemente según muestran las figuras (2-18), ^2-19) y (2-20; 
(paginas Síyfií1 >. 
La diferencia de 0/3^  , del caso no Horaoentrópico (¿*4./f) 
con respecto al caso nomoentrópico (S~sro) , llega a ser de 20* 
en la raiz. Asi mismo la disminución de fife»/^  ) con el radio 
bk 
cuando ff =0.15, es muy acusada y su diferencia con respecto 
al caso homoentrópico considerable. 
Por otra parte de la expresión ^2-57¿, con Rv**H.v =1 y -
teniendo en cuenta además la expresión V2^59J» puede escri-
birse t 
es decir: 
fflw */(*'*>*> *'V 
expresión que proporciona la influencia de cualquier paráme-
tro sobre /fo* ) 
fcn las figuras-^2-21) a iZ-2'J) <pag. €7 ) se representan 
las curvas que delinitan la zona apta para el diseño en el --
diagrama tt^-» A , cuando se fijan valores miniaos para 
( ! 
En el caso isentrópico de las ecuaciones l2-57a) y ^2-60) 
se obtiene fácilmente! 
3 _ {'"/«kr*,, ~ te) 1iU?oS% 
<¡ í tV i+ f 
65 
funciones que se representan asi miamo en las figuras noncic 
nadas y permiten poner de manifiesto que el efecto del pará-
metro O se traduce en una reducción de la zona de diseño, -
cuando se especifican valores mínimos para la velocidad axial 
en la raíz» 
INFLUENCIA OE á ALABES. ESTATOR SIN TORSIÓN 
° ^ M « 6 5 , ! A e Q , 8 % « 0 6 0 . Rv = ) , . 
« 6 
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L I M I T E S ZONA DE DISEÑO. ROTOR 
S--0.I5, 57 = 0 65, ( V 3 * ) f --0.6, Rv - I. 






Los alabes del rotor de la turbina se encuentran someti-
dos a fuertes esfuerzos centrífugos y de flexión» así como tam 
bien a fenómenos Vibratorios} no obstante los esfuerzos de fio 
xión son cono máximo- del orden del 15> de los esfuerzos cen-
trífugos* fcn el caso de alabes de sección constante, dichos es 
fuerzos centrífugos alcanzarían valores inadmisibles en la raíz,, 
siendo por tanto necesario disminuir el espesor de los mismos¡ 
y en consecuencia BU área» desde la raiz nacía el extremo en fcr 
•a tal que la distribución de esfuerzos con el radio sea lo IBSS 
uniforme posible* 
Debido a que además los alabes trabajan en condiciones dy 
elevada temperatura, debe ser donaiderado #1 fenómeno de termo-' 
fluencia} lo que exige la determinación de la distribución de -
temperatura en el interior de los mismos, previo conocimiento ~ 
de la distribución dé áreas* iSate es el motivo por el cual rea-
lizamos aquí ambos estudios con el objetivo principal de poner 
de manifiesto cuantitativamente el efecto beneficioso de una -
distribución lineal de temperaturas Tlt, decreciente desde el 
extremo a la raiz del alabe. 
1-2- DISTRIBUCIÓN DE TiSMPfcKATURAS EN EL ALABE 
Para realizar este estudio supondremos que la temperatura 
del alabe en cada seoción es uniformaren cambio se tendrá en 
;cuenta que la temperatura ¡«1 gas y las velocidades relativas, 
son función del radie, lo que se traduce en una variación de 
,1a temperatura de recuperación con el mismo. Por otra parte -
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consideraremos que el proceso de transmisión de calor ea es-
tacionario, de forma que si establecemos el equilibrio tar^j 
co para un elemento diferencial de alabe/como el representa-
do en la figura ^3~1J,puede obtenerse la siguiente ecuación 
diferenciali 
UCt 
Jf ig. 3 - 1 
ó bien en forma adimensionali 
'A £SL ¿fí/to d*í s 
Añora bien teniendo en cuenta que: 
W = <¿F W 
puede escribirse* 
fti? i r ¿* J" ^ / 13-1) 
1k 
con i 
*%)(*) Wf^íy 0-2> 
£1 coeficiente Bg, es por tanto función de parámetros geotnj£ 
trieos del alabe y de parámetros y constantes físicas Oarac 
terísticaa de todo pro edema de transmisión de calor. Hay que 
nacer notar que las variaciones de(i¿s-J con el radio son pe-
quenas; mientras que Lüt. J , en ¿labes de cuerda constante, 
es una constante que depende exclusivamente de la distribu 
ción básica de espesores y deflexión geométrica del perfil* 
El valor de 1-0-1 ea constante ai la cuerda permanece constan 
te y varía normalmente entre l2-3¿5j» para todas las turbinas. 
La ecuación diferencial O - l ) t porporciona la solución -
del problema cuando se tiJan las condiciones de contorno* 
Estableciendo que el flujo de calor que pasa al alabe -
por convección, a través de la sección del extremo del mismo, 
es igual al calor que se conduce por el interior del alabe en 
dicna sección se obtiene i 
con i 
14H, = &i f(*- < 
U-3J 
La determinación del coeficiente de convección en el extremo 
resulta en la práctica difícil; pero carece de importancia,-
ya que el flujo de calor que pasa al alabe a través de la --
sección del extremo es pequeño comparado con el flujo de ca-
lor que pasa a través de toda la superficie lateral del mismo, 
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pudiéndose tomar con muy buena aproximación, según se verá 
en las aplicaciones numéricas, B'g = 0 . 
L>a condición de contorno en la raíz, puede imponerse -
en dos formas i 
a; Especificando una temperatura para el alabe, es decir: 
La posibilidad de conseguir esta temperatura depende de 
la evacuación de calor a través del disco* 
h) Dado que de acuerdo con los resultados experimentales, la 
temperatura en la periferia del disco de la turbina es prác-
ticamente uniforme, puede escribirse: 
fe(¿?) 
* ' * - - $ ' 
siendo Q, el flujo de calor que pasa a travos del disco por 
unidad de superficie periférica del mismo y por unidad de --
tiempo* e igual al que debe ser absorbido globaimente median 
te el sistema de refrigeración, sistema de lubricación y con 
ducción al resto de elementos del motor. 
£1 problema de determinación de la distribución de tetnp« 
raturas en el interior del alabe queda reducido por tanto, a 
la resolución de una ecuación diferencial de segundo orden -
con condiciones de contorno* 
Aunque en general es necesario recurir al cálculo numóri. 
co, nay que tener en cuenta que en este caso las condiciones 
de contorno no complican el problema, dado que la ecuación di. 
ferencial (3-1) es line 3j circunstancia que puede ser aprovj: 
chada para obtener su solución resolviendo el sistema de dos 
ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente, mediant 
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técnicas de integración apropiadas para condiciones iniciales, 
como el método de Kutta Kunge. La solución que cumple las con 
diciones de contorno se obtiene mediante superposición de dos 
soluciones con condiciones iniciales sin necesidad de recurrir 
a ningún proceso de :.iteración* 
1-3- INTERMINACIÓN DE LA TEMPERATURA DE RECUPERACIÓN 
Para porder determinar la distribución de temperatura en 
el interior del alabe, mediante la ecuación diferencial {'J-\) 
y las condiciones de contorno impuestas. según los casos estu 
diados; es necesario determinar previamente la temperatura de 
recuperación O r ( qa.B como se na dicho es función del radio y 
depende fundamentalmente de la distribución de temperaturas -
en la sección ue salida de la cámara de combustión* 
El factor de recuperación de temperatura^ai designamos 
con T2tr la temperatura de remanso de la corriente relativa -
se define como sigue: 
de donde se deducet 
Por otra parte S es función del número de Frandlt, pudiendo -
tomarse en régimen turbulento la relación* S = TV* • **o obs 
tan te el número de Prandlt. para loa gases resultantes de la -
combustión, varía poco con la temperatura en el intervalo 
1500 - 1.500* K) ^véase tablas de Kayes and LondonJ pudiendo -
tomarse como valor medio en dicho intervalo FV —0.]p
 t con lo -
que . En consecuencia y desde un punto de vista conser 
vativo puede tomarse 'V* — ízfcr , 0 lo que es igual) 
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cono además, del triangulo de velocidades (figura Ü-l), se d_e 
duce: ,i 
al sustituir el valor de W en la ecuación 0"^>» queda: 
ó en torna adintensional 
•O 
£sta expresión es la que utilizaremos para determinar la teía-
peratura de recuperación del gas, que como se observa, depen-
de fundamentalmente del perfil de temperaturas 9-j ^  en la sec-
ción de salida de la, cántara de combustión, de la ley torsioaa;. 
elegida y del numero de Macn absoluto, de la corriente M2_ ©i*. 
el punto medio* 
1-* - UÜY^S DK ÁREAS Y DISTRIBUCIÓN PE ESFUERZOS 
Las únicas distribuciones de aroas que se mencionan en 
la literatura* referente a turbomáquinas, son la lineal y la 'V 
cónica, llamada asi porque Xa variación del área de los perfi 
les con el radio,es una 1 unción igual a la que relaciona una 
sección genórica del cono con la altura. Además aquélla se -
presenta no porque se utilice en la practica sino más bien -
a fin de realizar comparaciones con la cónica y poner de ma-
nifiesto las mejores cua idades de esta ultima* 
fcl objetivo que se persigue con una variación del área 
del alabe en disminuir la magnitud del esfuerzo centrífugo -
en la raíz, lo que equivale a conseguir una distribución de 
esfuerzos lo más uniforme posible y en consecuencia minimi-
zar el volumen ó peso del alabe, para una relación de áreas 
extremo-raiü determinadas. 
Con estos objetivos, aquí analizamos y comparamos di-
versas dis tribu clones de áreas en forma resumida» hin la figu-
ra 0~ a) ^pae-S^J» se representan posibles distribuciones 
de áreas, además de las yá mencionadas; como sont la de ti-
po exponencial, niperbólico y parabólico con ventajas mani-
fiestas sobre la cónica y lineal, por cuanto el volumen del 
alabe que se obtendría con aquóllas es menor. No obstante -
esta ventaja debe ser confirmada con la distribución de es-
fuerzos , y determinación del esfuerzo máximo que se obtiene 
con tales leyes de áreas. 
El esfuerzo centrífugo, en una seocion genérica del -
alabe, se obtiene mediante la expresión: 
Las le ye s e s t ud i adas s on: 
a) Distribución lineal de áreas, cuya expresión es: 
A - ¿+ wi (4+ $ ) 
con ^A= ÜLI"*•".&-
 t con lo que resulta; 
7*í 
t>) Distribución de áreas de tipo cónico, dada por: 





por lo que se obtienet 
c) Ley de áreas exponencial, cuya expresión est 
"Sí" ° " UW 
de lo que se deduce t 
<^{^'-^¿)^^'1J^ 
d) Distribución de áreas parabólica J 
con lo que resulta* 
siendo 
«-'"HE) VPf 
%) Distribución de áreas hiperbólica 
con lo que se obtienei 
Con las expresiones expuestas, se Han obtenido las distri-
buciones de esfuerzos que se presentan en las figuras \J~5) 
a K3-f) pág.íW,¿tf*, deduciéndose quei 
1* con la ley de tipo parabólico se obtienen esfuerzos supe 
rlores a los obtenidos con la ley cónica* aunque el máximo 
en el primer caso no se presenta en la raiz. 
2* La ley de tipo niperbólico fig* l3*-7¿ ipag. 8S), se com-
porta favorablemente hasta valores de « w Hi —. V.oí" . pero 
es desventajosa para valores más bajos, que son los que se 
dan en la práctica. 
3* La ley de tipo exponencial presenta un perfil muy unifor 
jne y con olla se obtienen los menores esfuerzos en la raiz . 
del ¿labe, sección donde se alcanza el máximo» 
mi coeficiente de esfuerzos, definido mediante la rala 
ciónt 
resulta independiente del material de los alabes y de la -
velocidad de giro, dependiendo en cambio solamente de carac 
tecristicas geométricas del mismo, por lo que resulta muy -
útil en el diseño. 
En las figuras (3-2} , 0~3J y O"1*) ^P»«» £2 y $3 ) sa *«f 
variación del coeficiente de esfuerzos, para las leyes de -
81 
áreas lineal» cónica y exponencial respectivamente, en l'un-
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1-5 - SOLUCIÓN ANALÍTICA PE LA PISTKIBUCION PE TKMPKltATlTttAS 
L*a ecuación diferencial V3-1), que proporciona la distri 
bución de temperaturas en al ¿labe* puede resolverse en cual— 
quier caso, mediante el procedimiento numérico indioado. No obs 
tante puede encontrarse una solución analítica, cuando la dis-
tribución de áreas es de tipo cónico y el coeficiente Bg no va-
ría apreciablemente* Jül interés de esta solución radica en la -
posibilidad de comparar las distribuciones de temperatura obte-
nidas en el caso nomoentroplco y no nomoentroplco, con relativa 
facilidad. 
Teniendo en cuenta la relación (3-Ü) y mediante el cambio 
de variable y = JL-fc—Z. , la ecuación <3-ll queda reducida a: 




La solución particular de la ecuación completa es 0 a p y -
al y K2 son constantes que sé determinan con las oondiciones de 
contorno. 
El calculo de la solución particular puede realizarse por 
el método da variación de las constantes, aunque en el caso de 
torbellino libre y distribución de temperaturas polinómica pue 
donde: 
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de obtenerse fácilmente, teniendo en cuenta que para esta ca. 
so la expresión 0~5J» <%ue proporciona la temperatura de re-
cuperación* es también de tipo pollnómioo. 
si como venimos naciendo, se aplica al casó de distribu 
ción lineal de temperaturas se obtiene t 
con . 
P'- BW«CF*MU »-<:)* 
o-ii> 
F'= tfu+f*; J?I^  T p 4 ""v 
De forma que en definitiva quedat 
&= fte^+ke*^ F'eíy+ E4 e' + C* 
ó mediante el cambio ^— p/
 f ea d«eir )(— -——%- , que resul-
ta más cómodo,se tienet 
&= ic4 x* + Kk x * + ? v + e* x + ev u_12, 
Después de lo expuesto en el apartado \X-Z)t las condlcionea -
de contorno para nuestro problema serán* (^U= B ^*-°*)W 
t3-13¿ 
"' fa\
 m |£ = «« 
con lo que se obtiene un sistema de dos ecuaciones con las eons 
tantea &j y K2 como incógnitas del que se deducet 
as 
con i 
k- - f e - T S 
s^^í-F'-^-e1 
La ecuación V3-12,), con las relaciones \$-lk) y (3-18), -
proporciona la diatribución de temperaturas en un interior del 
¿labe, cuando Xa distribución de temperaturas ©1t es lineal* -
El caso de distribución uniforme de temperaturas,es un caso — 
particular del obtenido cuando K*1 y M*0; lo cual será utiliza 
do en Xo que sigue, para comparar las distribuciones de tempera 
turas en ambos casos. 
1-6 INFLUENCIA DE LA NO H0MOENTR0PIA DE LA CORRIENTE EN LA DIS-
TRIBUCIÓN UE TEMPERATURA EN EL ALABE 
El interés de una distribución lineal de temperaturas T1t, 
decreciente desde el extremo a la raiz, radica en la posibili-
dad de que las temperaturas que se alcancen en la raiz del ala 
be sean menores que en el caso de temperatura uniforme, logran 
doae en consecuencia aumentar la vida ó el esfuerzo de trabajo 
del material, teniendo en cuenta el fenómeno de fluencia. 
«9 
Interesa pues realisar una aplicación numérica que ponga 
de manifiesto cuantitativamente los electos beneficiosos de 
tal distribución de temperaturas sobre el caso uniforme. 
Para poder comparar la distribución de tempe raturas en -
el alabe en ambos casos es necesario partir de una hipótesis 
lógica, que consiste en suponer que el flujo de calor a tra-
vés del disco de la turbina es el mismo en ambos casos. La -
experiencia demuestra que la temperatura en la periferia del 
disco es prácticamente uniíorme, por lo que el flujo de calor 
a travos de disco por unidad de superficie y por unidad de — 
tiempo será i 
safáis) 
De lo que se deuuce que nuestra Hipótesis implica que: 
Siendo 6a la temperatura en el interior del alabe en el 
caso no nomoentropico y 8ah la temperatura en el caso nomoen-
tropico. Utilizaremos de añora en adelante esta nomenclatura 
a fin de evitar confusiones denotando con el subíndice h cons 
tantes ó variables releridas al caso nomoentropico y sin subin 
dice las referidas al caso no nomoentropico. 
establecida esta hipótesis que implica la relación ('J-i.6), 
describiremos el método seguido para la obtención de resulta-
dos comparativos* 
Mediante la ecuación 0*~1ZJ y l a a condiciones de contorno 
l3-13J» »« obtiene: 
AtÁ = ¡CjhX%^X \r* X^E^X+G** 0-17; 
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Las constantes de esta expresión se obtienen con las re-
laciones O-10J, 13-11J, U-i5> y V3-15;. pero con M*0, tí=1, 
La distribución de temperatura para el caso no íiornoentró 
pico se obtiene igualmente de la ecuación ('5-12), pero la da-
terminación de las constantes se efectúa al imponer las comU. 
ciones de contorno (J'-13&) y {'J-Íb) , con lo que se obtiene; 
i>as constantes F(, E' y <i' vienen determinadas por las -
relaciones v3-ll), P«ro en cambio KI y K2 se deducen de: 
• YiV-Y lT 
con V, Z, T, determinadas por laa relaciones 0-3-5) y W de4". 
minada mediante la expresión! 
tün las figuras {J~1Q) pag. W y ^3~li; pag. 9¡S se repre-
sentan las distribuciones de temperaturas obtenidas para &~0 
y áe O.jt , con el procedimiento indicado* 
El valor del parámetro üg, na sido estimado a travos de 
la expresión (j-2)$ teniendo en cuenta los siguientes valores 
geométricos y característicos del problema de transmisión de 
calor que nos ocupa: 
Vi 
A = D. í : o t # í t = iS -^ 
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J/u= 3*0 íey. s). 
G*JL* 
.te = .suw- dv4 
«— 
c/*?. se. *c 
Los valores correspondientes ai—*•} y { —^-) t SB han deducido 
de las características geométricas de perfiles de linea me-
dia parabólica y distribución de espesor C-4 ^fig. 3~9) 
(pg* 94 ) * Justas características se han obtenido mediante me 
diúa del área, ^con planimetroj y medida del perímetro ^con 
curvímetroj ae 7 perfiles dibujados de distinta deflexión geo 
métrica* 
til valor del parámetro B'g, como se ha mencionado, es -
difícil de estimar; no obstante para poner de manifiesto su 
influencia se ha calculado la distribución de temperaturas 
con B'gs2.23, correspondiente a Nu=350 y con tí'g» 0. 
Como puede verse en la Tabla 13-1J* su influencia es -
inapreciable, ae estima que debe tomarse en la practica el 
valor B'g=0, teniendo en cuenta además que el flujo de oalor 
a través del extremo ea muy pequeño* 
Igualmente se ha obtenido la distribución de temperatu-
ras para una distribución de áreas tipo exponencial» median-
te calculo numérico; los resultados se presentan en la fig* 
13-12; ipag. ??)• Por otra parte resultados obtenidos con -
varios valores diferentes de ^¡, y \ , Indican que estos pa-
rámetros ejercen poca influencia sobre la temperatura en la 
raíz* 
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i.as Tablas {'3-2)» ponen de manifiesto que la diferencia 
de temperaturas que se obtiene en la raiz entre el caso ÍIOÍKOBÍÍ 
trópico y no nomoentropico es el valor de: 
TAHLA O-li 
M2m - 0.9¡ Á= 0.6; Ae/Ai - 0.20fOf2to = 55« 
t T a / T 1 t » i , 
o .b 
0 , 8 5 
O.tíbl 
0 . 9 0 2 
0 . 9 1 9 
0 . 9 3 4 
0 . 9 * 9 
0 . 9 o 4 
0 . 9 7 2 
o.b 
0 . b 5 
o . b b l 
0 . 9 0 2 
0 . 9 1 9 
. 0 , 9 3 4 
0 . 9 4 9 
0 . 9 6 4 
0 . 9 7 3 
K'?*/ 
¡f~e.z 
0 . 6 5 « 
0 .V22 
0 . 7 » 5 
O.B49 
0 . 9 1 2 
0 . 9 7 7 
1 . 0 4 2 
1 . 1 0 2 
1-136 
O.b^b 
0 . 7 2 2 
0 . 7 » 5 
0.fcs49 
0 . 9 1 2 
0 . 9 7 7 
1 . 0 4 2 
1 . 1 0 3 
1 . 1 4 1 
TAtíLA V3-2J 
o o.b o.a 
0.1 0.729 0.728 
O.15 0,693 0.692 
0.20 O.050 0.656 
Mota: Continua en la página siguiente. 
o o.a o.b 
0.1 0.726 0.'?25b 
0,15 0.69 0.6«8 
0.20 0.653 0.652 
iVota¡ El subíndice i;, significa datos obtenidos con distri-
bución de áreas de tipo cónico. 
El subíndice Ex, significa datos obtenidos con dlstrl 
btición de áreas exponencial» 
t 
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fara obtener una solución analítica del problema de deter 
minación de las variables fluidas y ánguloa ae la corriente en 
un escalón, na sido necesario simplificar las ecuaciones m e — 
diante el establecimiento de la ñipótesis consistente en supo-
ner que las desviaciones radiales son pequeñas, con lo que ho-
rnos visto se desprecian los términos en velocidades radiales y 
sus derivadas en la ecuación del impulso. 
¿íl objeto de este capítulo es obtener la soluc ion del pro 
biema reteniendo todos los términos, mediante calculo numérico, 
a x'in de comprobar la validez dé subaodicna hipótesis. 
La primera parte va dirigida al planteamiento y desarrollo 
de las ecuaciones que resuelven el problema indirecto, así como 
a la descripción del método numérico empleado y resultados obto 
nidos* 
fin la segunda parte se plantea el problema de actuaciones 
y se expone igualmente el método de calculo. 
finalmente se electúa un Juicio crítico sobre la validez 
úe la hipótesis de las pequeñas desviaciones radiales y se ex-
pone un método de linealización que permite encontrar una solu 
ción analítica aproximada para el estator en el caso de torbe-
llino libre y corriente nomoentrópica. 
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( 
k~Z fLAN'ffíAM [ ttNTO OE LAS ECUACIONES gUE KEaUKLVjSN fcL PROBLEMA 
LN EL BSTATOK* 
«acordemos que la componente radial de la ecuación del im-
pulso, aplicada en la sección 2, proporciona: 
con: 
¿- -ÍTC " / ^ P/Jo ¿ft¿¿ &rlt < ^ r i j 2 
L
 ¿T4t L^h'&íi "77 l"5T7a J 
Por otra parte de la ecuación de continuidad {,Veáse apéndice/ 
se obtiene; 
con lo cual it(f}t puede escribirse en la forma: 
[ 2r)i e¿T2 J^ 
La ecuación de continuidad aplicada a un tubo de corriente, -
entre las secciones 1 y 2, t'ig. {}-',£)
 f proporciona también: 
La ecuación del impulso (k-1) y la ecuación de continuidad — 
l*f-2j constituyen el sistema básico de nuestra solución, pero 
antes de plantear la l'orma definitiva en la que van a ser uti 
1izadas, es conveniente estudiar por separado el caso de ley 
torsional torbellino II*re y ángulo de la directriz constante, 
I 
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for otra parte la ecuación del impulso puede ser conside-
rada como una ecuación en derivadas ordinarias puesto que el -
problema que tratamos de resolver es el calculo ae la» variables 
lluidas en la sección (2/ y por tanto 
4-2-1 L£t T0HSI0NAL TOKBKLMNU LIBRE 
V,
 = c t e , 
'i'eniendo en cuenta que l a l e y t o r s i o n a l t o r b e l l i n o l i b r e 
• s i V*¡Ve2> = c t a » r e s u l t a r á (ctt-V'ff/cd.Tr j ^ _ Q 
Por otra p a r t e , dado que Y* - 4•f^rJtj • puede e s c r i b i r s e : 
l a s ecuaciones d i f e r e n c i a l e s ( 4 - 1 / y (4-2> f en forma adimensio-
.si además. tenemos en cuenta que ^ 
nal , pueden escribirse como sigue: 
(4-3/ 
con i 
a; 7 ^ = ; í /^) ¡ 
W *T*í/ = Íí 
¿Uw 
- l *»*^** ,^* ' 
ÍJ¿ ¿%/m# 
*A¿* <¿ %* 
&/ 
<Tc *<í, 




(lijada por la ley torsional/ 
(4-4/ 
Jal sistema de ecuaciones diferenciales (4-;j J puede ser -
resuelto numéricamente, con lo que se obtendrá v S'r/J' ~"¡7—fél\ 
y Tg. ¿ — ^2 ( 7/ ) t previa determinación de las funciones 
que relacionan )f9 fe. Y cualquier variable fluida cons £/?^¿ju 
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4-2-2 UlRÜCTlllZ CON ÁNGULO UE SALIDA CONSTANTE 
Con esta ley torsional, dexinida mediante la relación 
rk'f ~\ - - c-'~¿- t e s más indicado 'formular la ecuación del impul-
so en función de la velocidad absoluta V2. 
Teniendo en cuenta las relaciones: 
\ 7 z 
TTz \ *¿T A 7-1 z cCvz 
¿¿¡/Jí2 ¿efe2 __ cC^1 
cé-7~2. *pé-r~i eé-rz. 
y procediendo como en el caso ae iey torsional torbellino li-
bre , de las ecuaciones \k-l) y (ii-'¿} se obtiene el siguiente 
s i s t e m a : 
5 .2 
con 
a; TC*J= rl*&&± *&±] 
' L aT^/vitm <*%, J 
Habiendo deducido las relaciones \4-bbJ de la xey torsional 
mientras que rC^-J » viene dada por la relación {k-**b). 
ül sistema de ecuaciones diferenciales proporciona 
*VJ/I,J - JÍJL{%f } 9 *5¿ /?/ ) previa determinación de las mismas reía 
clones funcionales indicadas en el caso de torbellino libre 
y con ello el resto de 1" s variable*» fluidas. 
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4-2-3 JXUACION UB LA, MMKA DJ¿ CORUliafris, Y iUSLAC. IW£¿ FUNCIONA-
U6S RBSULTAItff ES. 
aupondrsno», de- acueruo con varios autores í^>; y'j f \ 17> 
y vl°/ que las lineas de corriente pueden ser aproximadas nedion 
te un polinomio de tercer grado. La ecuación de la linea de co-
rriente será por tanto: 
W 
K c4 
Las constantes a,b,d y e, se determinan inponiendo las 
siguientes condiciones: 
fe r* 
& _ p-*-?»*- j £ —
? : T í
' / - » * -s-" 
10 i 
( 
u« torina que r e s u l t a : 
?"= ?4+ (**- *<)(~Í 
ivo obstante, para tener en cuenta el efecto de las paredes, -
que son rectas, tomaremos para las lineas de corriente la ecua 
cion moaiiicadat 
con: 
Para ios cálculos tiernos utilizado K = 2^0f de torna que cuando 
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1 
Con la ecuación de la linea de corriente puede obtenerse 
J^ s (?ei, • a*2 l a siguiente manera 1 
& V*
 s / ^ C) - 23L' / r f y • ) 
</ O * Are, t , (a&>l/f&* V 
M)k 
ea aecir: 
» • - • * i'x< (SJ%,J—*(**<*"«)) KH-ié i 
uabiendo hecno: 
for otra parte: 
•i — 
Ve 
Por tanto se tiene: 
y además 
*-2-* DELACIONES ENTRE LAS VARIABLES FLUIDAS 
i'enienao en cuenta ¿as relaciones \A-/) y que la ley tor 
sional elegida rija-la componente tangencial ae velocidad ó — 
una relación entre aoa componentes ea fácil obtener las reía— 
cionea de cualquier componente ae veloclaaa en 1uneion de una 
de ellas* 
Por otra parte cuanáo se especifican las condiciones en 





por lo que también resulta 
lambiéii se tiene: 
/j£¿ I - -5* - 7 ^ ' - -2 * ¿¿¿* 
l>e l o que r e s u l t a : 
2 
///*= _ ^ * 
y finalmente: -
Afra» _. *¿* .. ( < " ¥ * * )*^ 
viceversa» si ue especia lean condicione» en la sección de -
salida, xa ecuación \4-l2/ pueue ser utilizada para deterini 
nar atm y ae nuevo se pueaen aplicar las mlssias relaciones 
que liemos obtenido. 
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4-J MAX)!*) DE CALCULO Y DISCUSIÓN PE RESULTADOS 
Mediante las relaciones que proporcionan las lineas de -
corriente y las relaciones existentes entre Xas variables --
Huidas. eX sistema {^-J), por ejemplo tel método es igualmon 
te aplicable al sistema {***$} ¿» queda implícitamente reduci-
do a: 
(4-13; 
cuya torna sugiere la aplicación del método de integración nu-
mérica, de A.utta-Kunge. íio obstante eX problemas en apariencia 
séncixlo, debe ser considerado bajo dos aspectos* 
1* Problema coa condiciones de contorno» que resulta cuando ¡>a 
especifica Xa ley tdraiorial y Xa iorma del canal, es decir: 
2* Problema con condiciones iniciales, que resulta cuando se 
especilica la ley torsional y condiciones de ambas i uneiones 
para un valor de la variable, es decir* 
?"« r **e 
siendo lo más ¿recuente aspeeiiicar condiciones sobre la li-
nea media,es decir para fi * *»**> 
10? 
\ 
Cuando el problema es de condicione» iniciales, el meto 
do de integración numérica indicado, proporciona la solución 
directamentet sin embargo cuando el problema es de condicio-
nes de contorno debe ser resuelto por algún procedimiento de 
iteración,ai se emplea el método de jmtta-itunge, yá que este 
mótodo solo es aplicable a problema» de condicione» inicia— 
lea. &1 procedimiento utilizado es como sigue: ¿»e transíorma 
el problema de condiciones de contorno en un problema de con 
diciones iniciales, es ctecirt 
* * v *ízt 
Crffy^^C ?/= « 41 
si »e considera f-!~?..?i , como parámetro, se obtiene: l^zj — 
— $"íj {£(&Jk\p 7 , nabienoo re^ue^to el problema cuando se aetex 
mina el valor de V v^A* » P a r a °1 cual {%*.)* _ ~ Ta£, 
es decir, cuando se determina la raíz de la función ^z [(wg2{ 1 
Z*J'J 
*** ??€ ~0 . jfcl mótodo de iteración de Newton-Kapnson, que 
hemos utilizado para este caso, proporciona buenos rebultados. 
tin la» ilguras ^-1 ; a v^-Jy ^P&g> iO^;, se presentan los 
resultados obtenidos para un canal recto ^torbellino libre) y 
valores de los parámetros allí indicados; siendo de notar que 
la variación de la velocidad axial entre el extremo y la raiz 
es de un 20j» ^casotf =0, M1M=Q. ;>!>)» cuando la solución obtenida 
en la nipótesis de pequeñas desviaciones radiales es l¡V¿=cte. 
Un las figuras (I-1*) a (4-ttJ, se presentan las soluciones 
obtenidas para un canal imétrico, con una divergencia de ti" y 
se comparan los ángulos y velocidades de la corriente para --• 
V\ ..V , r...
 10b 
varios valorea de los parámetros, pero con ley torsional tor 
bellino libre, deduciéndose las misitas conclusiones que en ~ 
el caso anterior y observándose al mismo tiempo que el efec-
to ae la distribución radial de temperaturas, no puede ser -
ignorado * 
Para algunos canales divergentes, con radio interior -~ 
constante, se observo qbe tallaba el método de calculo cuando 
la velocidad inicial se lijaba en 0<,bf>* Oado que el problema 
de calculo estaba automatizado, es decir que sólo escribía -
la solución delinitiva, sin proporcionar datos de pasos in-~ 
termedios del proceso de iteración; se cambió el programa pa 
ra que escribiera la solución para varios valores de la velo 
cidad inicial como parámetro» L-oa resultados obtenidos expli. 
can la causa de tal,anomalía. i-n la t'igt{b-9) ipag. 11b;, s© 
pone de manifiesto que la divergencia del canal aumenta, cuan 
do se aumenta el valor de la velocidad inicial; comportamien-
to que es explicable a la vista del perfil de velocidades axij_¡ 
les, pero no intuible a "priori" cuando se piensa en un compor 
tarolento parecido al del caso obtenido , considerando que las -
desviaciones radiales son pequeñas i razón por la que nabíamo¡5 
estimado ir-z^t/^/• a o.©1;» como valor aproximado para ©1 comienzo 
de la iteración. 
Por otra parte en las figuras i¿t-10¿ a {k~lZ)t se observa 
que en el Intervalo ]¥***/?<}* * 1 0.b4-0.95j *1 problema es muy -
sensible a las condiciones iniciales y no se logra encontrar ~ 
solución porque la velocidad meridional aumenta progresivamen-
te, apareciendo una singularidad en las ecuaciones cuando 
£sto obliga a comprolar la estabilidad del sistema para ~~ 
asegurar que la solución no vá acompahada de soluciones paras!-
10H b 
\ 
tas, lo que se na neono en la figura {k-L'J) para poder dar 
cono válidos los resultados obtenidos en el caso de canal -
recto* 
fcl problena más frecuente de diseño en la práctica, — 
consiste en especificar condiciones iniciales en la linea -
nedia* fcn las fig.^4-14; a 14-19J • *« presentan varias solu 
clones «n un amplio «argén de condiciones iniciales para el 
caso de torbellino libre; puede observarse que el comporta-* 
miento del sistema es estable y qué las soluciones obtenida.:» 
se apartan del*' caso Vé-sJ^ cte» salvo para valores de la velo 
cidad inicial muy determinados. 
finalmente en las figuras ^4-20; a {H-'¿2)
 t se presentan 
soluciones para el caso de alabes de la directriz sin torsión 
y se comprueba que en este caso el efecto de las desviaciones 
radiales no es tan acusado* 
: 4 (¡9; 
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k-H PLANTEAMIENTO D& LAS ECUACIONES üUE RESUELVEN EL ROTOR. 
Kecoraemos que la componente radial ae xa ecuación del -
impulso iaplicada en la sección 3, proporciona 




* * L ^ ?m 2m ' ¿n&l ¿rJ< ^^Js 
La ecuación de continuidad ^véase apéndice/ proporciona: 
For lo cual AlCví
 t puede escribirse asi: 
¿ e^ si-**? 
¿7/¿ ¿ ¿W* oíra Ja. 
for otra parte, la ecuación de continuidad aplicada a un tu-
bo de corriente entre la» secciones l y 'j proporciona: 
Las ecuaciones \k~Xt*} y 1,4-15;, igual que en el caso del esta 
tor, constituyen el sistema básico de nuestra solución para el 
rotor. 
procediendo en xortna análoga, después de algunos desarro-
llos y simplificaciones en cierto modo considerables, resulta: 
1* til sistema aplicado al caso ae ley torsional torbellino li-
bre en ¿orina adimensionai es; 
12 5 
V^- io ; 
«¿S> V^-jy f*/fiéM $6 {?**#*) C*S fy 
con: 
tC*J= *£ú* + (ty") ~4 * T4é^*« 
» *H) -[^re. égfcMl+*£.)*&% ^%)h\ 
C > /&ál- I^[£>-Y~JL\ 
Ü * fcl sistema apropiado para su aplicación aX caso de direc-
triz con ángulo de salida constante es: 
<*&/*'* '„M%I-¿— - #(*j(V<**>fy)-Z* - i- ¡te*/?') iS <áS± 
*¿ %* fié* fe/ftt* ?3 (?*>¥*>) «*» ¥3 
J¿n este caso ftC%) y $C ^ ) * tienen expresiones Idénticas -
al caso anterior, pero para la expresión de Xa componente tan 
genciax de velocidad se tiene: &) - % fe" x ¥j/n 
donde (^ %-. Jas la velocidad tangencial obtenida en la solu-
ción del estator, para el caso que nos ocupa. 
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4-4-1 ü^UACION DE LA LINEA DE CORRIENTE Y RELACIONES FUNCIONA-
LES RESULTANTES. 
La expresión de la linea de corriente en el intervalo 
comprendido entre las a acciones 2 y 'J, e»: 
,3. 1* "*(&) + *&+*(£) 
el exponente n, está deiinido en la misma torna que en el ca-
so ael estator y tiene en cuenta que las pareaes del canal — 
son rectas, mientras que Cg es la distancia axial entre las -
seccione» 2 y "j. 
L.& determinación de las constantes se electúa teniendo 
en cuenta que la linea de corriente debe ae pasar por 
y debe tener un punto de tangencia doble con la linea ae co-
rriente aproximada para el tramo 1-2, es decir: 
T - a^- , f»«*-»-*t_ * - o 
<¿S 
J*».? ¿( *&*.)h 
?. • - - * 
'*/fc-j.= o 
teniendo en cuenta que la expresión de ?/-a es la que pro-
porciona la relación 4^-'/j resulta: 
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pueae observarse que cuando §> s 3?f 6 *£/^ .-/ . es decir 
cuando n=l, la ecuación de la linea de corriente ea una rec-
ta qué pasa por ^s * ^ ?df / ó por &x <£ / fa € respectivamente» 
LOS términos en í^ y (fWá que figuran en la» expreaio— 
ñas da 4f¿%) » pueden obtenerse como sigue: 
/ * - ¿t*rt 5 (SfejU'J 
con: 
Te, _ ^  «z 2^ f^** ^ *' 
? *4* * «~ ***** %.[ (^fck-J 
para lo cual nay que tener en cuentat que de la ecuación de -
la linea de corriente se deduce; 
12tt 
k-k-2 K&lAÜlOH&S ENTjflb; VAKIABLfcS FLU10AS 
JLas relaciones que existen entre los componentes de la 
velocidad son las lijadas en el Apéndice y aaemás la que se 
deduce de la ley tora lona1 elegida para el estator y la con 
diclón de que el trabajo eapecirico para cada linea de corrien 
te es constante. £¡n estas condiciones cualquier componente de 
velocidad puede ponerse en tune ion de una de ellas. 
Por otra parte de la ecuación de la energía,se obtiene: 
y en consecuencia de la condición de isentropia según una linea 
de corriente, se deduce: 
Por otra parte también puede deducirse ¿axilmentet 
fíe i 
por lo que i'inalmente. 
£stas relaciones obtenidas entre las variables xluidas 
son necesarias para la reducción numérica del sistema ^4-16> 
ó (4-l?>, según sea la ley torsional elegida. 
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4-5 MfeTOPO Í>E CAUJULÜ Y DISCUSIÓN DS HKaULTAUoa 
- til sistema {H-lb) ^lo mismo puede decirse del sistema -
(H-L'/) ) , si se tiene en cuenta las relaciones funcionales -
deducidas de xa ecuación de las'lineas de corriente y las re 
iacionet* existentes entre variables xluidas puede ponerse im 





ü.ste sistema puede ser resuelto numéricamente mediante el 
método de Kuíta-Runge, debiendo nacer constar que la solución 
del problema del estator proporciona l|V»'*/<v - '*» V*'*'C ^"#y 
tf ^2 - %zL¥i) * a e forma que el sistema ^4-lb) es un siste-
ma de aos ecuaciones diferenciales en IO&3/fi ¿ ¥¿J y ?$C¥t) 
no obstante se na puesto intencionadamente como función explí 
cita de *myf/ Y ?Z » porque el problema de determinación -
oe las variables fluidas en un escalón puede ser resuelto en 
bloque mediante la solución conjunta del sistema {tt-1'3) y 
(k-i-ü), lo cual ahorra tiempo de calculo y espacio de memoria. 
Aunque el problema pueae presentarse como problema de con-
diciones iniciales ó como problema de condiciones de contorno, 
no entramos aquí en esta discusión porque na sido tratada sufi 
cientemente en el estudio del estator y porque además creemos 
que el problema de condiciones de contorno es más propio del -
estudio de actuaciones. 
Siguiendo el método de resolución conjunta de estator y ro 
tor se presenta en el Apenaice ti los programas denominados "a" 
y "A" que determinan las variables fluidas en un escalón para 
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torbellino libre y ángulo ae directriz constante respectiva-
mente, cuando se especifican condiciones iniciales en la li-
nea media* 
£n las tablas (4-2j a (4-4;^pag, 4&4 ) , se presentan so-
luciones completas obtenidas para el caso de torbellino libre. 
iva iniluencia de las desviaciones radiales no puede desestimar; 
se dado que la variación radial de la velocidad axial es cona¿ 
derable y en consecuencia ios ángulos diiieren apreciablemente 
de ios calculados con la nipótesis de xas pequeñas desviaciones 
radiales. ¿1 efecto de Xa no nostoentropía es igualmente acusado; 
en el rotor con o =0.1^ tabla {**-'_)), la velocidad axial disminu 
y* nauta nacerse nula prácticamente; a partir de este punto no 
continúa la solución debida a una sentencia de control especiii, 
cada en el programa para evitar el "over-t'low". 
tiste comportamiento cualitativo, tal como se vio. puede --
predecirse en cambio mediante la hipótesis de pequeñas desvia-
ciones radiales. 
üa la tabla <4-5)» Vpag. Vi/ ) t se presenta una solución — 
para el caso de alabes ae directriz sin torsión y o = 0, la in-
fluencia de la no horaoentropía de la corriente es pequeña en el 
estator tabla {.**-(>) tpag. 43 J )» mientras, que influye decisiva-
mente en el rotor i'iguras \**-it3} y (4-24¿ t,pag. 440 } , comporta-
miento que también se dedujo en el estudio de las pequeñas des-
viaciones radiales. n.n Xas liguras \4-25J y \k-Zb) (pag. -4-44 ) t 
se observa que el electo de las desviaciones radiales en el com 
portamiento del estator es pequeño pero en cambio es apreciable 
en el rotor. 
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ü.1 problema de actuaciones, que tiene Interés para noso-
tros , pueue formularse ue ¿a siguiente manera: uísenada una 
turDina con corriente itotnoentrópica
 t se trata de determinar 
laa vk\i iables fluidas, ángulos de la corriente» rendimiento y 
trabajo específico que puede obtenerse; cuando se le nace lun 
clonar con una corriente no aomoentrópica, ts claro que en es 
te caso son conocidos los ángulos de la corriente primitiva, 
la 2 orina del canal y las condiciones nuevas de entrada, su-
pondremos que los ángulos Ue la corriente V* \ &•}& • »© 
mantienen constantes, lo que equivale a decir que las defle-
xiones de la corriente se mantienen constantes ó que las des 
viaciones angulares de la corriente son iguales en ambos ca-
aos. 
£n e.stas .circunstancias el -problema, para el caso del es_ 
tator, queda resuelto medíante el sistema K^'S} i teniendo en 
cuenta únicamente que en este caso o/z - ofzC***) * conocida. 
Las condicionos de contorno son las impuestas por la z orma -
especificada del canal. 
ül programa» qué se presenta en el Apéndice, denominado 
programa "t;" resuelve este tipo de problemas. 
£>n la tabla v^~V > V.pag. </¿¿* /, se presenta la solución de 
un estator diseñado con corriente nomoentrópica y en la t a — 
bla it-b/ ipag.y^£ ¿t las actuaciones de dicno estator cuan-
do el perfil de temperatura a la entrada es lineal y o =0.15. 
La variación del ángulo <^ÍH , aunque no muy grande en este ca 
so, significa una variación del ángulo de incidencia de la c¿ 
rriente relativa al rotor,causa por la cual las perdidas aumen 
tan. 
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t;n cambio el problema del rotor no podemos resolverlo --
todavía mediante las ecuaciones de que disponemos ya que e s — 
tas ímn sido deducidas con la condición de que el trabajo es-
pecíxico se mantiene constante sobre una linea de corriente, 
cosa que no se cumple 6 no tiene porque cumplirse en el pro-
blema de actuaciones. 
La solución puede obtenerse como sigue: ue la ecuación 
del impulso vl-IÜJ y teniendo en cuenta que la ecuación de -
la energía proporciona: 
puede deducirse después de un desarrollo análogo al seguido 
en el apartado {l-'J}^ 
Ut'zíss*^ MÍ2xM) .(SúíJkí) - f £££F. mi2í*] í¿
 + 
for otra parte sabemos que en este caso es conocido ^$fZ C^~) 
lo que proporciona la relación: 
V*>3- {ti-20) 
& r/73 *J 
e l iminando - .— entre l a s e c u a c i o n e s v.4-19/ Y \^~'¿0)
 f s e 
obt iene en i orina adimensional? 
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nabitmiio aectiu: 
si se opera anuí a igual que en el apartado \4-4/, pero utj. 
iizando la ecuación v^-™1-/» en 'lugar de la ecuación {H-Í.H}t 
ae obtiene un sistema análogo ai ^4-16/ ó \4-iy f que puede 
ser resuelto en la mi mita i orina teuiemlo en cuenta las rala 
clones deüuc Idas de Ja ecuación de la linea ue corriente y 
la» relacione*» existentes entre las variables fluidas, pe-
ro con la salvedad de que el problema actual es un proble-
ma un condiciones ae contorno* 
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*-7 UlbCUSIOK DK LA HIPÓTESIS DK LAS DESVIACIONES RADIALES 
i SOLUCIÓN APHOXIMADA. 
A travos de desarrollos auteriores, na podido comprobar-
se que la solución numérica obtenida en el caso de torbelli-
no libre,aiitere en general, de la obtenida COA la nipótesis 
de que la* desviaciones radiales son pequeñas. Las siguientes 
Consideraciones explican la razón de tal comportamiento. 
Refiriéndonos al sistema 1^ 4--*^ « si se supone ?* 1s ¡g^  
es decir &¿?2Á£^-4 * 1» ecuación del impulso proporciona jfo.fe 
* cte, con lo que ia ecuación de continuidad proporciona: 
ttsto uignizicaí que para esperar pequeñas desviaciones ra-
diales y en consecuencia que sea válida ia soluciónt 
debe cumplirse que V*>a/y ~ fi/fi. ' contrariamente si rws/^ 
dliiere apreciablemente de ft/fy* existirán desviaciones radia 
les apreciables y su iniluencia en ia ecuación del impulso con 
siderable* no siendo válida entonces la solución \k-'¿¿), lo — 
que en cierto modo se pone ae manixiesto en las ligaras (¿t-lH), 
t*-l*>» 0-17J y K±-l*}. 
um todo lo anterior, no obstante.se deduce la posibilidad 
de obtener una solución aproximada del ttistema \k~3f, mediante 
ünealización alrededor de la solución \k-í£'¿) que puede ser — 
considerada como una solución primera. Si aenotamos con 
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Xa solución aproximada que se vá a obtener a partir de la -
solución \H~'¿'¿ ) . que designaremos con el subíndice cero, — 
puede escribirse teniendo en cuenta además la expresión ge** 
neral v**-l;jjt 
por Xo que aX tener en cuenta Xas relaciones (¡Í-ÍÍ)
 $ el sis-
tema que proporciona la solución aproximada es: 
*' u%f^ Qbfrj' (f<»y*h *< ~ Í^'M* *J<~\»J*i 
Habiendo necho 
T¿¿ =  (fjL) 
¿io obstante el sis tema {^-23) puede simplilicarse todavía más, 
teniendo en cuenta que el término J.-&.— ZÍÍ/Z^*?. es pe-
(f*tyto)t ^* 
queno cotnparaao con los demás términos de la ecuación de con-
tinuidad , y naciendo C($*) 3r C(&#,}- CT , lo que puede con 
firmarse con los resultados numáridos obtenidos. 
eliminando añora J^y entre las ecuaciones {U-2'Ja) y 
^4-23bJ, queda finalmente: 
con: 
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a j y*=. C r¿g 
\¥*>z/V,\% 
"> #*>)- <=[* ¡gfcj - <) 
^ - - Í ' W 
i»i para V se toma el valor correspondiente al punto medio, es 
decir ¥—V#i . la ecuación \k-¿k)t puede ser considerada como 
una ecuación lineal de segundo orden de coeficientes constají 
tes; obteniéndose la siguiente solución para la ecuación nomo 
genea; 
La solución completa pueae obtenerse por el método de variación 
de las constantes; resultando finalmente: 
La determinación de las constantes Kj y K2 se obtiene imponien-
do las condiciones: 
(faz) r (Hsi) 
^*4 - Z't/n 
J i " * ^ T r ^ ^ * ?<#=• %4/n 
lo que equivale a: 
(Vmz) - I***) 
o J 
4>&7&- *5> - ^*m 
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si se tiene en cuenta la ecuación diferencial (k-'¿'ja)t después 
de determinar las constantes la expresión que resulta es: 
lí£2) zJto&K f *'-?!£>& faJ?, -&>>«<?, í ÍQU»fa«f, 
l^ as integrales pueden ser obtenidas sustituyendo el valor de -
fl*) proporcionado por la relación
 Kk-25X>¡ y teniendo en -
cuenta que para <¡ « 1 • 33 
r^a N+A&**** \ \ (¿+*&*'**<* (%l 
" \j + 0.t$rMi¿J$ \ <*+ r^* *»m 








La expresión \k~2b) proporciona por tanto la distribución -
aproximada de velocidades» Las integrales que aparece en di 
cna expresión son conocidas con el nombre de integral seno 
e integral coseno y están tabuladas. Por otra parte tenien-
do en cuenta la expresión (k-2^a.}t puede obtenerse sin dif'i. 
cuitadt 
%¿, = *4 + JkjJL- \íai\ ]se™ >>MC%4- ***»)-
nabiendo completado con esto la solución del problema* 
En las tablas 0-9/. i*-HJ Y l*-*3; l**«*.1.52 a 157;» -
se presentan soluciones numéricas del estator para diversos 
valores de los parámetros y en las tablas (4-10/» ^<*-12yy — 
{H-Lk)t las correspondientes soluciones aproximadas obtenidas 
con las ecuaciones (k-'¿t>) y 4^-~2'/¿, Como puede comprobarse la 
aproximación obtenida para la distribución de velocidad axial, 
ángulos de la corriente y numero de f*acn es satisfactoria* 
i .cocox;i^r^-r-r-r-^r^^ío^;^^<!^o>c*o»r((Air '<ri«\xi«fi t f>ift(r i«' intf^iru\i f> 
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CONCLUSIONES 
1* Loa efectos de la no nomoentropía de la corriente, conse-
cuencia de una distribución no uniforme de temperatura en la 
sección de salida de la cámara de combustión, pueden ser te-
nidos en cuenta sin complicar la formulación y solución del 
problema de determinación de velocidades y ángulos de la co-
rriente en un escalón* 
2 * Kstos electos no pueden ser ignorados porque se cometen -
grandes errores, cuando dicnos ángulos y velocidades son cal 
culados suponiendo que la corriente es nomoentrópica. 
3* Con un perfil lineal de temperaturas» decreciente desde -
el extremo a la raiz del alabe, se consigue disminuir la tem 
peratura en la raiz,del mismo en orden de magnitud igual al 
de la desviación de la temperatura máxima con respecto a la 
media; sin. embargo las zonas apropiadas para el diseño, en -
el diagrama coeficiente de carga - coeficiente de rlujo, se 
reducen cuando se elige como ley torsionali torbellino libre 
ó ángulo de salida de la directriz constante. 
í** La. nipótesis de pequeñas desviaciones radiales solo es -
valida para los casos' en los que la relación "les pequeña -
y se cumple además JJL ^  /Z. 2: *•*•& ^ **¿ j no obstante — 
puede ser utilizada para el estudio cualitativo de diversas 
leyes torsionales, estudio comparativo de la influencia de 
las corrientes no nomoentrópicas y finalmente para la obten 
ción de una solución primera en el diseño de turbinas de --
gas. 
5* ttl problema de determinación de las Variables Huidas en 
un escalón, oon la inclusión de ida término* que dependen de 
laa desviaciones radiales, puede ser reauelib nUmé* i cantante 
por resolUGiónaisiultanea de las ecuaciones de Continuidad a 
impulso, mediante el método de integración numérica de itüita* 
Kunge• 
6* se obtiene una solución analítica para el estator, en el 
caso de ley torsional torbellino libre y corriente no nomoen 
trópica* linealizándo el alaterna de ecuaciones formado por -
la ecuación de continuidad e impulso. 
A.l 
APÉNDICE 
ftCUACION&S GENERALES APL[CADAS A TUÍffiOMAQUINAS 
A-l.- iüCUACION DEL IMPULSO 
La ecuación del movimiento para un fluido no viscoso» 
en forma vectorial» referida a ejes absolutos es: 
Di / r 
que al descomponerla en sus componentes según u . u , u : en 
un sistema de coordenadas cilindricas resulta: 
^¿" 3r. r P¿ 25 r~ rKfjBj ' 
Añadiendo y s u s t r a y e n d o ecuac ión ijk- í ¿i ¡ 
Ai Vrd^r+YzdJtA
 a la ecuación (A-lb^ y Vr 2Üf i - ^SÉt 




dt rl^T ^ / > U r do) rTF Af2e) 
Los términos entre paréntesis del sistema de ecuaciones {\-Z> 
son los componentes del vector, torbellino (véase ecuación -•-
(A-10J) y en consecuencia al sistema de ecuación {A-Z) quuda 
A *• <¿. 
reducido a la ecuación vectorial: 
ahora bien el segundo principio de la ternodlnamlca aplicado 
a un fluido Homogéneo proporcional 
±vP = vjjt- rvs- vj_ {A«k. 
¿Je forma que la ecuación \A-J) puede expresarse en la forma¡ 
11- VA(VAV).-.Vtit+TVS IA-5V 
La ecuación (A-5) es una forata de la ecuación del movi.rn.lmit o 
conocida con el nombra de -ecuación de Crocoo. 
Jan el caso de que considérenos que el movimiento es *s-
tacionario queda» 
7A(VAV)=Vtít-TVS \Á~d) 
A partir de este punto es muy útil, en las aplicaciones ríe- • 
la ecuación de ürocco, a las maquinas rotatorias, doscompca*Í 
la velocidad en sus componentes meridional y tangencial; as -
decir según la tangente a la proyección de la trayectoria so 
bre un plana meridional y según la normal de dicño plañe res 
pectivammate, tal como se indica en la figura A-l, de donde -
resultan las relaciones! 
r;a. A -A T 




y\ V¿ + V* t>-7) 
d ; V& ~ Vm c<?.f ^" 
e J Vr = Y™ •&> 
¿Jado q u e : 
./£/? ^ ¿ _ + C¿ÍÍ- ¿"¿_ 
Se obtienet 
Recordando: 
»; (7,7^ = ( 3Kr 57" J 
l A - « ; 
VA-?) 
> CA-10J 
Al nacer uso de las relaciones ^A-?) y (,A-9> las ecuaciones 
^A-10j, pueden escribirse i 
*íw 
r 1 ? ^ -*£"*" <?>w j&o ir 9-e 
)¥.} Kw / a * 
A.4 
2 -j 
donde Tc » es el radio de curvatura de la proyección meridio-
nal de una linea de corriente estando definido por» 
JSn consecuencia la ecuación vectorial de (Irocco puede escri-
birse descompuesta en sus componentes según siguet 
a) radial 
V.(V+V),-V*(vJ). = 2& -Tg£ 
b) tangencial 
c ) axial 
Lae ecuaciones \A-*\}) desarrolladas teniendo en cuenta las -
ecuaciones ^A-ll/ y ^A-9) y las relaciones (A-7) tosían la --
roma i 
aJ Ve \ BT Verses, Y 9 Vm y* (ce* *) ¿jrl [y¿ U»Y 
r c ) 4 d-rj 2r dr 
¿e de 
A . 5 
J \{7>fk TJ¿\-*»*(£&-7¿SS\ 
El «latema (A-14; se simplifica considerablemente en movimisjo 
tos con simetría axial, reduciéndose al siguiente sistema de 
ecuacionest 
b> ¿t£ZF~0 IA-16) 
\ dm dm) \&T dr) 
A-2 ÜiCUACION US CONTINUIDAD 
A-2-1 EXPRESIÓN DIFERENCIAL 
La ecuación de continuidad en loma diferencial para -
movimientos estacionarios y en coordenadas cilindricas toma 
la formal 
¿.r(r*r)rA2.&(firk)+Z(rTrV*)=0 lA_„, 
cuando el movimiento .es aximétrico resulta 
? ( pV-r rJ-hD^íprP*^- o lA-ibj 
i • 
i . BlUUüitCA 
\ - , ; v /£M A. 6 
Igual que en el caso de las ecuaciones del impulso se puede 
obtener a partir de la ecuación A^-ltí^  una expresión de la 
ecuación de continuidad más útil para nuestros estudios y -
que se desarrolla a continuación. 
naciendo uso de las relaciones tA-7} y ecuación \A-b) 
la ecuación ^A-1S; puede escribirse 
ó bien 
' car y dr dm c^¿H ?c 
Desarrollando queda i 
cof¡r&> Vm &/V f ¿w T &"* G¿ry Te. 
Recordamos: 
a; ¿r _ J&n y 
„ .-.^y.y^^l^lf 
De l a ecuación (,A-20b) mediante der ivac ión logar í tmica 
/> ¿>/>? ¿Z*<> ¿>w ¿ ^ / 
De l a ecuación lA- lóbj s e deduce: 
A . 7 
Teniendo en cuenta l a s ecuaciones ^A-21j y ^A-22; l a ecua-
c ión ^A-19j puede e s c r i b i r s e t 
_ 1 _ ?JL+ A-9J¿2 - ?"> ¿V™ + }£*»?* stnYiStnr l ^ A - í a ; 
Pero dado que est 
a?-
bj Mm ~ Val VA-24) 
tjueda como expres ión f i n a l para l a ecuación ^A-23)
 4 
Unt. 
La ecuación ^A-25) ,ae utilizará con frecuencia posteriormente 
A-2-2* EXPRESIÓN INTEGRAL 
i,n movimientos estacionarios la expresión integral de la «cua 
ción de continuidad esi 
II 
iín movimientos que sean además axisinétricos y en aplicacio-
nes a turbomáquinaa resulta: 
.Te 
¿ni fferdr=> G IA-27J 
Siendo H¿ y tt# los radios interior y exterior de la corona -
circular correspondiente a la sección plana considerada de -
eje OZ y situada entre anillos de alabes, teniendo en cuenta 
la relación ^A-?dJ también se puede escribir quet 
A.8 
A-3 ECUACIÓN DE LA EKfcKGlA 
Considerando que el movimiento es estacionario pueden tomare* 
las siguientes expresiones! 
a/ Estator 
-i V2-+ -H - Í7c¿$+ Cte.+ ÍJ-ÍV. Ttvl Vdi:
 Í A - 2 Q , 
b) Motor 
válidas según una linea de corriente. JSn el supuesto de que • 
el fluido sea ideal las ecuaciones ^A-29) y (A-39; quedan re-
ducidas a: 
para estator y rotor respectivamente 
AP&ND1CE B 
PROGRAMAS FOHTKAW 
Ü-1 tíiCCIONAKIt) ¡JÜ VAKtABL);» 
ül nombre asignado a las variables en los programas que se 
presentan a continuación es común y se na procurado, siempre -
qUe na sido posible» Utilizar el mismo con el que iigura en to. 
do el texto* 
A continuación se identifican los ndmbres de algunas varia, 
bles que 6 bien no han sido utilizadas anteriormente ó ha sido 
conveniente utilizarlas con otro nombre en el programa* i-a reía, 
clon de tales variables es i 
D * f 
so = V c 
ri = § 
LAN * X 
RC = ¿V c' 
lEk = indicador de error: toma el válbr i si los resultados son 
correctos* 0 si son erróneos. 
A * V 
SUC « st 
SOC2= -Cf 
iSM w 5""7> 
M2MC * «fc* 
Z 
M1MC » -*/<* 
S02C - J"y 
B1 - %4 
JS2 * f r 
1S3 * T í 
JCTA * 9 
um - («**/-*<***;)*>*««-* 
tjtí * grado de reacción 
rrc » te 
VMC « V** 
«re * $e 
z 
rtMC s j#vn 
a. 
NIC - ¿V 
TU - /J//V 
fW « conjunto de torminos de la ecuación del impulso que de-
penden de 
'JMJC » conjunto de términos de la ecuación del impulso en los 
que ligura el radio de curvatura. 
TDD = Kesto de términos de la ecuación del impulso que depen-
de de las desviaciones radiales* 
T1H * Términos de la ecuación del impulso que no dependen de 
las desviaciones radiales. 
Ui¿2 * {f¿ */<¿&/C2.f )3><^-s,4 
ML'J * Ct 
12/01 
LINI - £FN - SENTENCIA FUENTE - IFNfS) -
REAL K2M,M2MC»lANfMlNC»I.AM tM2{l0l) ,M3(10i) 
DIMPNSICN V 2 Z ( 1 0 l ) , V 2 R ( 1 0 l í , A t F A 2 ( 1 0 1 ) » V 3 Z ( 1 0 1 ) , V 3 R ( 1 0 1 ) « A L F A 3 1 1 0 1 
i ) f A t F A 3 Í í U O l ) , A L F A 2 R í l 0 1 ) , S A ( A ) , G « a O l ) » F M 2 R I Í 0 l ) 
DOUñLE PRECISIÓN X f E l ( 1 0 l > f E 2 t 1 0 1 ) » E 3 ( 1 0 1 1 * V 2 H t 1 0 1 i»V3M(101)»AUM,H 
1.H2 »Y t^) ,Yi3(4 í » X B t Y B K 4 í , í t í A ,4 ) ,F» ENE, ETA,8ETA 
COMPON El,S0C,SGC2,CA,B»PENtí'lHC,COMB,COMBI,FILAN»FILAN2tTMAGtEW,R 
1CSQ2C , A , F U A M , I £ R 
DATA S»T»U,W/4*0 .0 / 
READ(5»29)Et»M2MtALFA2M»DfSa,FI,LAN,RC,RVt«Vl 
I F f & X . G T . l . ) GO TO 57 
WRITE(6.9í>)E!»M2HtALFA2Kt0rS0»FI,LAN.RC.RV,RVl 





SPAN- l . -E I 
SOOSG/SPAN 
S0C2=S0C/RC 
fi=l.-0*H. + EI ) /SPANí 
E M » C . 5 * U . + F.Í) 
P&N-2.*D/SPAN 
P2MC=M2M**2 







LAM=LAN*EM . . . " . , 
S02C=S0C2**2 
M = l + I F I X Í 2 0 0 . * ( i . 0 0 3 - E I ) > 
NA^Í l fM>/2 
X=EI* 
Y U ) = EM 
Y(3) = EM 
YÍ2)=RV*SQRT( i .+A**2) 
Y(4)*S<ÍRTI f tVl**2+(COMB-FUAN)**2) 
DO 10 J=1»M 
IF ÍJ .LE.NA) K=NA*J-l 
IFtJ .GT.NA) K**2*NA-J 
I F t J . E Q . l ) GO TO 331 





IF (J .LE.NA) N I - K - 1 
IFtJ.GT.NA) N I * K * l 
X = E U M ) 




LIMI - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtS) -
DO 173 L=1 (N 
DO S I = 1 , 4 
rtU,l)-FtIiXtY> 
IF ( IER.EG.Ü) CO TO 56 
YB(U«.YI U + H 2 * R ( I * t ) 
XB=X+H2 
X=X+H 
00 A" 1*114 
RU , 2 ) = F ( I t X B , Y B Í 
IFUER.EQ.O) GO TO 56 
Y B i ( n = Y t n + H 2 * R t I , 2 ) 
DO 7 1 = 1 , 4 
RU t 3 M F ( I » X B r Y B l ) 
IF Í lER.EQ.O) GO TO 56 
Y B U ) = Y ( I l + H * R ( I , 3 > 
DO » I * l i * 
IFUER.EQ.O) GO TO 56 
RU»4)=*F Í I ,X ,YB> 
DO 9 I» 1,4 






IFUABSÍS-Y Í l ) ) . G T » l . E - 6 ) . 0 R . ( A B S t T - Y ( 2 ) ) » G T . l . E - 6 ) í GO TO 330 
I F U A B S < U - Y < 3 ) ) . l T . l . E - 6 ) . A N D . t A B $ ( W - Y ( 4 ) ) . L T . l . E - 6 ) ) GO TO 331 




N = 2 * N " • • 
IF1N.GT.4) GO TO 7 0 
GO TO 1 
VfcITE(6 v7l) N,K 
FORMATÍIH
 f25X,2HN=,12 » 3X #2HK*,13) 
WRITE(6»73J ( S A U ) , I * l « 4 ) 
FORMATÍ 3X,13HERR0ft IGUAL A , 3 X , 4 ( E 8 . 2 , 3 X ) I 
E1IK]=X 
E 2 W ) » Y U I . 
V2M(K)=Y{2) 
E 3 Í K ) - Y ( 3 ) 
V3M(KÍ*Y14Í 














UNÍ - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNÍS) -
IF ÍM20CJ.GT.1 .15) IER=0 
IF í IER.EQ.OÍ GO TO 56 




DEl = t R C * Í Y m - X ) * H 3 # * É N E - * E N e * * 2 - 2 « ) * 0 * 5 * R C - t E N E - i . ) ) + Y 1 3 > - Y t l > ) * B 
1NE 
ETA*ATAN(DE1*S0C2) 
V 2 0 Y t M * * 2 









RT*T lT -0 .33* í í iMC*<0 .5*V2OFUAN2J/TMAG 
CORR=MiHC/lTMAG*RT) é 
GRtK)= l . *0 .5 * lV2C-R ICO»/F ILAN2 
fí3(K)^S0RT(V2C*C0RR) 
HRITE<61200HÉR»K 
F0«MATt5X,4HIER* f I2 t3X,2HK=»I2) 
LAN=LAN*RV 
Wft ITE(6 .99)EI .ALFA2MtD,H2H,$0tFI ,LAN,RV t RVl 
WRITEl6,100> 
00 103 K= l ,M ,2 
URITE(6 t 72)E l (K) ,E2tK) t V2Z(K)»V2R(K) .ALFA2(K)»ALFA2R(K)*M2<KI 
1,FM2R(K) 
H R [ r E Í 6 , 1 0 l ) " • • 
00 104 K* l ,M»2 
WRITE(6 ,12)E l lK) ,E3(K) ,V3Z(KÍ ,V3RlK>»AtFA3lK) tALFA3RÍKÍ ,M3<»0*GR(K 
1) 
GO TO 32 
FORMATU0F6.0) 
FORMATÍ i H l , 5 X , 1 0 ( F 6 . 3 , 5 X ) ) 
FGRtfATÍ IH »20Xt6HRl /REW8Xf6HR2/REl ,8X,6HV2Z/Vl»4Xt6HV2R/Vl*5X»SHA 
UFA2,4X»6HALF*2R»6X t2HM2»5X t3HM2R,/> 
FORMATÍIH » 2 0 X » 2 Í D Í 0 . 4 t 4 X ) , 2 t F 6 - 3 t 4 X ) f 2 ( F 6 . 2 < 4 X » , 2 ( F 4 . 2 , 4 X n 
FORfcATt lH l ,20X ,6HRl /REl ,8X ( 6Ml3 /RE1 .8X f 6HV32 /V l»4X ,6HV3R/V l ,5X« .5HA 
UFA3.4X,6HALFA3Rt6X t2HM3,3X,l0HGRAO.REAC.»/l 
FORMATÍIH , 2 0 X , 2 ( 0 1 0 * 4 , 4 X > , 2 1 F Ó . 3 . 4 X > V 2 ( F 6 . 2 , 4 X > V F 4 . 2 . 8 X V F 5 . 2 ) 
F0RMATl lHl ,5X»8HRH/REl*»F4.2»3X»7HALFA2M^.F3-0 t 3X,6H0ELTA*iF5.3 t 3 
lX f 4HH2M»,F4 .2 ,3X t 5HH/C l - ,F4 .2 ,3X v 3HFI * *F4 .2 *3Xt6HLANDA« > F4 .2«3X v 7H 
2 V 2 Z / V l * , F 4 . 2 . 3 X » 7 H V 3 Z / V l * , F 4 . 2 * / / > 
STOP 
CND 
1 2 / 0 1 * 
PEPE - EFN - SENTENCIA FUENTE - I F N ( S Í -
DOURL6 PRECISIÓN FU 'XT ION F U , X , Y ) 
REAL NIMC 
D0U3LE PRECrSICN X , Y ( 4 > , E N E » C T A , V T C , Y C t V 2 C , T 1 T , C 0 R R , M T C , M 2 C t M M C f « l 
L C , f > E S V , T M A C H , T D , F C , D G l t T 0 T t T C C , T D D l , T D D 2 , T O O t T E N , D E S V I . D £ l , D É 2 , R T , 
LÜG2,DE3 , B E T A r V M C t V Z t T N , V T t V « 
COHWOH E I , S 0 C ^ S 0 C 2 , C A r 6 . P e N , M l M C , C 0 M a i C 0 M 6 I , F Í L A N , F I L A N 2 , T « A G , e M , R 
I C S 0 2 C , A , F l t A M , I E R 
GO TO I i . 2 , 7 , 8 ) , I 
É N É = 3 . - 2 . * D E X P Í C A * < £ I - X ) * t l . - X ) ) 
DESV=1Y11) -X ) *ENE 
ETA=DATAN10ESV*SGC> 
BFTA=0ATANtA*CCOStETA)) 
VT=;Y(2 ) *DSINÍBETA) 
VTC = V T * * 2 
VM=Y(2 ) *0C0S(BETA) 
VMC=VM**2 
V 2 C = Y 1 2 ) * * 2 
TIT=G+PSN*X 
C Ü R R = n M C / ( T l T * T M A G - 0 . 1 6 5 * V 2 C * M l M C > 
HTC = VTC*CORR 
M2C=V2C*CÜRR 
«MC=CÜRR*VMC 
I F Í M M C . G T . 0 . 9 D 0 0 } MMC=0,1000 
MC=M1MC/T1T 
TMACH=X.+C.165*M1C 
T D = U 1 . + 0 . 1 6 5 * M 2 C ) / T M A C H > * * 3 . 0 3 0 3 0 3 




RETIJRN . . . 
T D T = 0 . 5 * P E N * ( Y ( 2 » - l . / Y ( 2 í 1 / T I T 
EN=ENE- l . 
T D C = S X * F C * D S I N ( E T A ) * t 0 C 0 S ( E T A ) * * 2 ) * E N * D C 0 S ( 8 E T A ) 
T D D l = { l . + M T C } * D E S V / Y Í 1 í - E N + ( D S I N Í E T A * * * 2 » * E N E 
TOD¿=ENE*VZ 
T R 0 = S C C * t T D 0 2 - T D D l * F C ) * D S I N l E T A ) * D C 0 S t B E T A ) / t l . - M M C ) 
T N = - F C * D $ I N l SET A ) * A / Y l1> 
F=TOC*Tm)+TOT*T<\! 
RETURN 
T E N = ( 3 . * E N E - E N E * * 2 - 2 . ) * 0 , 5 * R C - E N 
D E S V I R E N E * ( Y Í 3 ) - Y ( 1 ) > 
0ei=RC*DESV*T6N+DESVI 
0 6 2 = R C * E N * O E S V * ( R C - E N E * ( 1 . + 0 . 5 * R C * £ N ) ) + E N * D E S V I 
V T C = ( Í Y ( l ) * V T - F I L A H ) / Y Í 3 n * * 2 
Y 2 C = Y ( 4 > * * 2 
VMC-V2C-VTC 








PEPE - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtS) -
«T* r iT -0 .33*MMC* l0 .5 *V2C+F ILAN2) /TMAG 
CO«ft*M MC/ ( T*AG*RT> 
*TOVTC*C0RR 
PMC=CCRR*VMC 
TO=tTlT / lTMACH*RT) ) * *3 .030303 
FC=Tn*X/Y13) 
F=FC/VZ 
0G2 = F 
RETU*N 
i OE3 = ENF*!?C*(ÜG1-1.)*TEN*ENE*(OG2-DG1) 
T U T = ( F l L A N 2 + C . 5 * t V 2 C - l . ) ) * P E N / ( T t T * Y t A ) ) 
TOOi.= (ÜCOStETAÍ*OSIN(ÉTAÍ*OE2*S02C- í l .+MTC)*DEl*SOC2/YÍ3) ) *FC 
TOD2^-OC0S(FTA)*SOC2*DE3*VM 
TDO=(TOm+T0D2í*OSIMETA) / ( l . -«MC)*BETA 
TDC = (XOS(ÉTAfc**3)*S02C*DE2*FC*BETA 





UNCOR - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtS) -
SEAL M 2 M , * 2 M C , L A N , M 1 H C F L A M , M 2 U C 1 ) , M 3 U 0 1 ) 
OiML-NSIGN V2Z ( 1 0 1 > , V 2 R ( l 0 l ) t A L F A 2 1 101) . V 3 Z U 0 1 > * V 3 R ( 1 0 1 ) . A L F A 3 U 0 * 
n ( A L F A 3 R ( 1 0 1 ) , A L F A 2 R U O l ) » S A U ) , G R t l 0 1 ) » F M 2 R ( 1 0 1 ) 
OÜUHLE PRECISIÓN X , E 1 1 1 0 1 ) , £ 2 1 1 0 1 ) » E 3 ( 1 0 1 ) , V 2 M t 1 0 1 *tV3MÍ101) tAUM,H 
l i H 2 f Y ( 4 } , Y a ( 4 ) t X B t Y 8 U * ) t R ( * f * ) » F f ENEtETA 
CUMNON Cl tSnC,S0C2»CAtB*P£N»FlHCtC0M6 fC0H6!tFILANtFILAN2ffTMAG»EM,ft 
Í C , S 0 2 C , í c K 
DATA S , T , U » W M * 0 . 0 / 
^EADt5r2 í í>£r,K2M,ALFA2M tO»SO,FI fLAN,RC,RV.RVl 
I F t L U G T . i . ) GO TO 5 ? 





SPAN» W - E I 
SOC = SC/Sf>AN 
$0C2=*S0C/RC 




VlMOM2MC/tRV**2*U. + A**2)*<l.+O.165*M2NC1-0.165+H2HCI 
TMAG*1.+0.1Ó5*M1MC 
C0MG = 3V*A 
C0Mt3l=RV*A*Etf 
F U AN^FI/LAN 
FILAN2*FILAN/LAN 
i.AM=LAN*ÉK 
S02OS0C2**? . . . . . 




Y ( 3 Í = EM 
Y{2)=RV 
Y t 4 ) = « V l 
eo 10 J = 1»M 
Í F ! J . L E . N A ) 
Í F t J . G T . N A ) 
IP( J . É Q . U 
N=l . 
AUM=200*N 
IF ( J . G T . N A ) 
H- l .DOO/AUM 
H 2 = H / 2 , 0 0 0 
I F i J . L E . N A ) 
I F I J . C T . N A Í 
X=ei (M ) 
Y U ) - £ 2 < N I ) 
Y ( 2 ) = V 2 M ( N I ) 
Y ( 3 ) = i B ( N I Í 
Y ( 4 ) » V 3 M ( N I ) 
CO 173 L = l » N 
X = N A * J - 1 
K * 2 * N A - J 
GO TO 3 3 1 
AUM=-AUH 
N I * K - 1 
NWK + i 
LINCOR - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNIS) -
00 5 I - l , 4 
« U i l H F U i X . Y » 
IFUERiÉQ.OÍ GO TO 56 
YBt n » Y ( I . ) + H 2 * « ( ! , l ) 
XB»X*H2 
X*X+H 
00 6 I * 1,4 
R U , 2 ) * F ( t » X B * Y B ) 
IFUER.EQ.O> GO TO 56 
Y B H I ) * Y ( I ) + H 2 * » U l « 2 ) 
00 7 1*1 ,4 
R U , 3 ) * F ( l , X 8 , Y B l ) 
IFUEJUEQ.O) GO TO 56 
Y8Í U * Y U > * H * « U , 3 ) 
DO a í * l » 4 
R < I , 4 J * F U t X , Y 3 I 
IF( IER.EQ.0) GO TO 56 
00 9 I * W 4 






I F U A B S ( S - Y i m . G T . L E - 6 1 « 0 R . ( A B S ( T - Y { 2 n . G T * l . E - 6 > ) GO TQ 330 
I F U A B S l U - Y ( 3 ) Í > L T . l . É - 6 Í . A N C , t A B S Í W - Y ( 4 í í . t T . l . E - 6 ) J GO TO 331 





IF(* .GT.4) GO TO 70 
GO TO 1 
) HRITEt6,71) NtK 
l FGRMATl 1H , 25X, 2HN* , I 2 , 3X» 2HK*» 13 ) 
W R I T E 1 6 , 7 3 M S A U U I = 1»4) 
í FORMAT<3X»13HERROR IGUAL A,3X ,4<E8 .2 .3X1» 
L £UKI*tX 




E N E « 3 . - 2 , * 0 E X P Í C A * ( E r - X ) * t l . - X ) ) 
ETA=0ATANÍEN6*tY(l ) -XÍ*S0C» 





V2C*Y(2 ) * *2+VT**2 
RtC0=V2C 
T1T = B+PEN*X 
CORR*KlMC/(TlT*TMAG-0.165*íV2C*MlMC> 
*2<K)*SQRT(V2C*C0RR> 
I F f M 2 ( K ) . G T . | . 1 5 l IER = 0 
IF( IEfUEQ.0) GO TO 56 i 
12 
LINCOR - EFN - SENTENCIA FUENTE - I F N I S ) -
e A B I = { V T - Y ( l > / L A W ) / V 2 Z ( K ) 
BETA2i*=ATANíeABÍ > 
A L F A 2 R t K ) = B F T A 2 3 * 5 7 . 2 9 5 8 
FH2R(K)=M2ÍK>*COS(BETA2) /COSíPETA2R) 
D £ Í = ( Í Í C * ( Y t l ) - X > * t l 3 . * E N E - E N F * * 2 - 2 . ) * 0 . 5 * R C - ( E N E - l . ) ) * y ( 3 ) - Y í l ] ) * e 
1NE 
ETA=ATAN<DEl*S0C2í 
V 3 Z ( K Í * Y ( 4 ) * D C O S ( E T A > 
V 3 R [ K ) * Y H ) * D S I N ( E T A ) 
V T = E M * ( C Ü M B - F I L A N Í / Y t 3 ) 
BÉTA2=ATAN(VT/V3Z(K)1 
Al_FA3(K) = R £ T A 2 * 5 7 . 2 9 5 8 
B A B I = ( V T - Y ( 3 ) / L A M ) / V 3 Z C K > 
BETA2ft=ATAN(BABI) 
ALFA3R<K)=BÉTA2R*57.2958 
V2C = Y t * H * * 2 + V T * * 2 
R T = T 1 T - 0 . 3 3 * P I M C * 1 0 . 5 * V 2 C + F ! L A N 2 ) / T M A G 
CORR=HlMC/tTMAG*RT) 
GR(K) = l . + 0 . 5 ' M V 2 O R I C 0 ) / F I L A N 2 
M3(K)=SQRTtV2C*CORR) 
W R I T E ( 6 , 2 0 0 ) I E R , K -' 
F O R M A T ( 5 X » 4 H I E R = , I 2 , 3 X , 2 H K » , 1 2 ) 
IAN=LAN*RV 
W R I T E ( 6 » 9 9 ) E W A L F A 2 M , D , M 2 M , S G » F I » L A N . R V t R V l 
«RITE (6 > 100) 
00 103 K = 1 , M , 2 
H R I T E t 6 , 7 2 ) E U K > , E 2 Í K ) t V 2 Z ( K ) í V 2 R ( K ) » A t F A 2 ( K ) t A l F A 2 R t K l , M 2 Í K Í 
i ,FM2R(K> 
wairt (6,101) 
00 104 K = 1 . M , 2 
W R I T E ( 6 t l 2 ) F I Í K ) , E 3 ( K ) , V 3 Z ( K ) , V 3 R ( K ) , A l . F A 3 I K K , A L F A 3 R t K Í » K 3 ( K ) í G R ( K 
1 ) - . ... 
GO TO 3 2 
F 0 R M A T M 0 F 6 . 0 Í 
F O R ^ A T I I H l t í X t l O t F f e . S t S X » ) 
FORMAT*IH » 2 Ü X , 6 H R i / R £ l . a X , 6 H R 2 / R E l f 8 X , 6 H V 2 Z / V l i 4 X , 6 H V 2 R / V l , 5 X í 5 H A 
1 L F A 2 , 4 X , 6 H A L F A 2 R , 6 X , 2 H M 2 , 5 X , 3 H M 2 R , / ) 
F O R M A T I l H l l 2 0 X , 6 H R l / R E l , 8 X , 6 H R 3 / R E l i 8 X , 6 H V 3 Z / V T , 4 X , 6 H V 3 R / V l , 5 X » 5 H A 
U F A 3 , 4 X , A H A L F A 3 R , 6 X , 2 H M 3 t 3 X , 10HGRAD.REAC**/» 
FORMATÍ IH t 2 C X , 2 í r J l 0 . 4 , 4 X ) , 2 ( F 6 - 3 . 4 X ) , 2 ( F 6 - 2 t 4 X Í , 2 ( F 4 » 2 # 4 X Í ) 
FORMAT<IH » 2 0 X , 2 ( D 1 0 . 4 , 4 X ) » 2 < F 6 . 3 , 4 X ) , 2 Í F 6 . 2 , 4 X > » F 4 , 2 » 8 X , F 5 . 2 * 
FORMATt l H l , 5 X , 8 H R I l / R E l = t F 4 . 2 , 3 X t 7 H A L F A 2 M ' » i F 3 . 0 , 3 X f 6 H D E L T A = , F 5 . 3 , 3 
l X , 4 H M 2 M = f F 4 . 2 » 3 X , 5 H H / C l = * F 4 . 2 . 3 X , 3 H F I = » F 4 . 2 , 3 X , 6 H L A N 0 A * » F 4 * 2 » 3 X ( 7 H 




PEPE - EFN - SENTENCIA FUENTE - I F N ( S ) -
DOUflLÉ PRECISIÓN FUNCTION F t I , X f Y > 
REAL H1MC 
ÜOUBLE PRECISIÓN X» Y < M tENE» ETA»VTCtYC» V2C, UT,C0RR»MTC»M2C»HMC»M1 
l C » O E S V r T M A C H , T O , F C , D G l , T D T i T 0 C , T D 0 l » T D D 2 , T O O , T E N t D E S V I t D E i f O E 2 » R T t 
lDG2 t 0E3 
COHMON E I » S 0 C » S 0 C 2 t C A , 8 » P E N I V l M C , C 0 H B , C 0 M B I t F a A N ( F I L A N 2 » T H A G » E M , R 
l C t S 0 2 C # l E R 
GO TO t l t 2 . 7 , 8 1 * t 
V T C = I C 0 M B 1 7 Y U ) > * * 2 
Y C - , Y < 2 ) * * 2 
V2C=VTC+YC 
TtT=B+PEN*X 




IF(H#IC¿GT. 0 . 9 0 0 0 ) HMC=0.1D0C 
HIC=M1MC/T1T 
É N E = 3 . - 2 . * D E X P ( C A * 1 £ I - X ) * Í l . - X Í ) 
0 8 S V = ( Y ( I ) - X ) * E N E í 
ETA*OATAN(DESV*SOC) 
T M A C H = l . + 0 . l 6 5 * H L C 
T D = U 1 . + Q . 1 6 5 * M 2 C ) / T H A C H ) * * 3 . 0 3 0 3 0 3 
F C * T D * X / Y t l > 
F * F C / ( Y ( 2 > * D C 0 S ( E T A ) ). 
DG1*F 
RETURN 
2 T D T = 0 . 5 * P E N * Í Y { 2 ) + ( V T C - 1 . 1 / Y ( 2 Í ) / T 1 T 
E N = £ N E - l . 
T D C = S 0 C * F C * 0 S I N I E T A ) * ( D C 0 S I E T A ) * * 2 ) * E N 
T O D l > = t l . + W T C ) * 0 E S V / Y ( l ) - E N * ( D S I N ( E T A > * * 2 } + : E N E 
T D 0 2 * E N E * D S I N ( E T A ) * 0 C 0 S ( E T A ) * Y ( 2 ) 
T O D = S X * ( T D D 2 - T 0 D l * F C * D S I N Í E T A ) í / t l . - M H C ) 
F«TDC<:TDO+TUT 
RETURN 
7 T E N = < 3 - * E N E - E N E * * 2 - 2 . ) * 0 . 5 * R C - E N 
DESVIRE N e * t Y < 3 l - Y U U 
06l=RC*DESV+TEN*DESVI 
0 E 2 = R C * E N * 0 E S V * ( R C - E N E * { 1 . + 0 , 5 * R C * E N > ) + E N * O E S V ! 
V T C = Í E W * t C O M B » F I L A N Í / Y ( 3 H * * 2 
Y C = Y ( M * * 2 
V2C^VTC+YC 
R T = T 1 T - 0 , 3 3 * P 1 « C * ( 0 . 5 * V 2 C + F I L A N 2 » / T « A G 
I F Í S T ) 3 » 3 , 4 
3 IER=0 





TD=i (T 1T / (TM ACH*RT) ) * * 3 . 0 3 0 3 0 3 
ETA=DATANÍDE1*S0C2Í 
F C * T U * X / Y ( 3 ) 
F * F C / ( Y t 4 ) * 0 C C S ( E T A n 
0G2=F 











0 1 / 1 
LINA - • 6FN - SENTENCIA FUENTE - IF t t tS ) -
REAL H2M fM2MCfLAN,MlHCiLAM,.«2MOi)¿M3t l01) ,MlM tLANP 
DIMENSIÓN V2ZU01 ) ,V2R1 101 í » ALFA2Í101) • V3Z* 101 i ,V3R( 101) , ALFA3 U 0 1 
l Í , A L F A 3 « U 0 1 í , A L F A 2 R t l 0 1 ) , S A t M . G R Í 1 0 I ) t F M 2 R < 1 0 1 ) » E R R < 2 1 
DOUBLE PRECISIÓN X , E H 1 0 1 ) . £21 101 í * E 3 U 0 1 ) , V2MI 101) , V3MI101) »AUM,H 
l , H 2 , Y K ) , Y b ( 4 ) , X B » V 0 n 4 í , R ( < i t 4 J , F ; E N E , e T A , B E T A 
COHHÜN El ,SOCtCA*BtPEN,Mlfe ,C,TMAG,É*»!ER 
OATA S » T , U , W / 4 * 0 . 0 / 
K£AíK5,291 E I ,E I2 ,EE2,0 ,M1M > S0,LANP 
I F l c I . G T . K ) GO TO 5 7 
CA=2S0. 
S P A * J = 1 . - 6 I 
SQC = SC/St*AN 
8 = Í . - D * U . + E I ) / S P A N 
E K = 0 . 5 * t i . + E n 
PEN=2.«0/SPAN 
A=TAN(65. /57 .295B) 
R V = l . 17 5 
f q M O F l M * * 2 
M2MOMi*C 
F l M C = P 2 M C / t R V * * 2 * ( l / + A * * 2 ) * t l . + O . Í 6 5 * M 2 M C ) - 0 . Í 6 5 * H 2 M C ) 
Plh=SCRTÍMlHC) 
TMAG=1.+0.165*P1MC 
LAN = LANf» 
LAM*LAN'*Ek' 
H=*l + Í F I X t 2 O 0 . * ( Í * d 0 3 - E l ) ) 
V 2 I ^ 2 . 2 4 
I P = Í 
IER = 1 
x=ei 
Y Í 1 ) = E I 2 
Y 1 2 ) = V 2 I . . . . . 
0 0 10 K=1,M 






X = E i l N I ) 
Y Í 1 ) = E 2 { N I ) 
Y Í2)=V2M(NI) 
DO 173 L=1,N 
DO 5 1*1,2 
R ( l t l ) » F ( I , X , Y ) 
IF t IER.eO.O) GO TO 56 
Y B I I 1 » Y U ) + H 2 * R U » 1 ) -
XO*X+H? 
X=X*H 
00 6 1 = 1 , 2 
R U , 2 Í - F ( I , X B * Y B ) 
IFMER.eO.OÍ GO TO 56 
Y B i m = Y U ) + H 2 * R ( I , 2 ) 
ÓO 7 I M , 2 
R U » 3 ) * F U t X B , Y B l ) 
IF I IER.EQ.O) GO TO 56 
UNA - FFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtSl 
V B m * Y Í I ) * H * R l I , 3 ) 
oo a i^ i , ? 
Í F ( Í E R a E 0 „ 0 í GC TO 56 
« U i 4 ) » : F ( í ,X,YO) 
DO i 1 - 1 , 2 
Y U ) - Y ( I ) 4 ( M / 6 . Ü ) * ( R ( I » l ) « 2 . C * ( R C I f 2 ) « - R f I « 3 ) > + R ( I » 4 n 
CONTINUÉ 
S A ( I ) = A 8 S Í S - Y ( 1 Í ) 
S A ( 2 ) = A 8 S ( T - Y m ) 




IFÍN.GT.4 ) GO TO 70 
GO 10 1 
WRITEÍ6>71) N,K 
FORHATÍIH ,25X,?HN=»I2,3X t 2HK=: , 13) 
W R I T E ( 6 , 7 3 H S A < r ) , I « l , 2 ) 


















I F ( M 2 ( K ) . G T . 1 . 1 5 ) IER=0 
IFUER.EQ.O) CO TO 56 







VÍRITEC6 t95) EI»EI2,EE2»D.M1M»S0,LANP 
F 0 f t « A T U H l , 1 5 X , 7 t F 7 . 4 » 5 X > , / / ) 
WRITEÍ6, ]O0í 
DO 103 K=1,MT2 
W R I T E t 6 , 7 2 ) E l f K ) , E 2 f K > , V 2 Z l K ) , V 2 R t K ) . A l . F A 2 t K 1 » A t F A 2 R ( K ) | H 2 I K ) 
1,FM2R(KÍ 
ERRUP&=£2(K)-EE? 
- IF .<ABS(IERRUP)) .LT.1.E~3) GO TO 57 
IFf IP .EQ.2) GC TÜ 87 
V 2 I = V 2 I + 0 . 0 1 
r IP=IP+1 
LINA - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtSÍ -
GO TO 90 
DERG2*«ERK<2)-ERR(1M*100. 
V2I=V2J-££R(2)/DERE2 
GO TO 90 -. 
FORKATt IM ,20Xt í>HRl /REl ,8X ,6HR2/REl ,8X ,6HV2Z/V l t4X ,6HV2R/V l ,5Xt5 ( 
ltFA2 fAX,61ÍALFA2R,6X,2HM2,5X,3HM2R,/J 




0 1 / 1 9 / 
PEPE - EFN - SENTENCIA FUENTE - IFNtSl -
D0U3LE PRECISIÓN FUNCTION F<IfX,Y) 
REAL ViKC 




GO T 0 l l » 2 Í i I 




A = T A N M E T A 2 > 
BETA=DATAN<A*DCUS(ETA)Í 
VT=Y(20*OSIN<HETAÍ 










I F t J E R ) 3 v 3 f 4 
F=l.DOQ 
RETURN 
«1C = MMC/T1T 
TKACH=W + G,165+M1C 
T D M l l . + 0 . i65*M2C)/TMACH)**3.O303O3 




7 D T = 0 . 5 * P E N * ( Y Í 2 Í - 1 . / Y ( 2 n / T 1 T 
EN=£NE-1. 
TDC=S(X*FC*0S!N(ETA>*tOCOSIETA>**2>*EN*DCOSIBETA» 
TDDl= l l . + í«TC) *DESV/Y( l ) -EN* (0S IN(ETA) * *2 ) *eNE 
TDD2=ENE*VZ I 
TDO = SCC*íT0D2-TDD1*FC>*0SIN(ETA**OCOSC0ETAi/*l.-MMCí 
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